A Szamitastudomany alapjai
1. pZH javitékulcs (2023. 11. 20.)

Az dtmutatéo mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az
értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szereplo allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti
automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele,
hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelelo részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a
dolgozatbol. Ha ez utdobbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az utmutatobeli pontozas intelligens koézelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak.
Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Legyen G az abran lathaté graf iranyitatlan véltozata. Hatdrozzuk meg a G graf egy minimalis
koltségli feszitofajat, és dokumentdaljuk az algoritmus futésat. Lehetséges-e egy 6 koltségi él koltségét
22-re novelni gy, hogy az 1j koltségfiiggvény szerint minimalis koltségti feszitofa koltsége ugyanannyi

maradjon, mint amennyi az eredeti koltségfiiggvény esetén volt?
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Az 6réan tanult Kruskal-algoritmus segitségével elkészitiink egy mkffat az
élek bevételérol novekvd koltség szerint egyenként dontve, egy élt akkor
bevéve a feszitéfaba, ha nem alkot kort korabban bevett élekkel. Az abra
egy ilyen F fat mutat. Az F ffa a koltsége 20. (7 pont) 1

Ha a ca él 6-os koltségét 22-re noveljiik, akkor az imént kapott fa koltsége 20 e \2
marad, tovabba a novelés hatasara egyetlen feszitofa koltsége sem csokken. |
Ezért F' minimalis koltségt feszitofa lesz a koltségnovelés utan is, igy a 8

feladat mésodik részének kérdésére ,igen” a vélasz. (3 pont) A

2. Legyen G az abréan lathat6 graf iranyitatlan valtozata. Futtassuk le a G grafra a Dijkstra-algoritmust
a b gyokérbol. Hatarozzuk meg a ¢, d, f és g cstcsok U; (KESZ) halmazba kertilésének sszes lehetséges
egymas kozti sorrendjét egy b-bdl inditott Dijkstra algoritmus lefutdasakor.

Futtassuk le G-re a Dijkstra-algoritmust a b gyokérbol. al bl ¢ d| e f| g| h
A (b, 0)-felsé becslés valtozasat a mellékelt tablazat co[0][ 00| oo| o0]co] oof oo
tartalmazza, valamint az &bran megjeloltiik a végso oo| 0] 5] o 9] 00|
becslésértéket beallito éleket, (7 pont) | 0 | 1] 5| oo| o
amelyek a b gyokérbél egy legrovidebb utak fajat alkotjdk. 10] O] 4] 10] 1]]5]] oo oo
(0 pont) 0| 4] 10| 1| 5] 11] 13

Az 6ran azt tanitottak , hogy a Dijkstra-algoritmus soran 10} 0} 4 1 5] 11} 13
az egyes a KESZ halmazba keriil§ cstcsok gyokértol mért 10| 0} 4| 10] 1 5 12
10/ 0| 4| 10| 1| 5| 11

tavolsdga monoton novekszik. (2 pont)
Mivel a vizsgalt négy csicsra ezek a tavolsagok paronként
kiilonbozok, ezért csupan egyetlenegy lehetséges sorrendje
van a feldolgozasuknak, nevezetesen a ¢, f,d,g. (1 pont)

Az utols6 3 pont 1ugy is megszerezheto, ha a hallgato
ramutat, hogy a Dijkstra-algoritmus kiilonbozé futtatasai
csupan annyiban térhetnek el egymastol, hogy az egymaést
kdvetd a és d cstucsokat milyen sorrendben vessziik a KESZ
halmazba, de ez nem érinti a kérdezett cstucsok sorrendjét.

3. Hatarozzuk meg az abran lathaté PERT probléma minimalis végrehajtasi idejét! Elérhet6-e a cd élre
irt szam megvaltoztatasaval, hogy egy korabban kritikus tevékenység a valtoztatds utan ne legyen
kritikus?

A G csucsainak topologikus sorrendjét megkaphatjuk az 6ran megismert forrastorléses modszerrel. fgy
addédik a ¢, e, b, f, h,d,a, g sorrend. (3 pont)
Ebben a sorrendben meghatarozva az egyes csiicsokhoz tartozé legkorabbi kezdési idopontokat, az




abran az egyes csucsok mellett lathaté értékeket kapjuk. Egyuttal lilaval megjeloljiik azokat az éleket,
amelyek az egyes csucsok mellé irt szamokat meghatarozzak.

A teljes projekthez sziikséges minimélis végrehajtasi idét tehat a g cstcshoz

tartozé 31-es érték hatarozza meg. (1 pont)
Egyetlen kritikus 1t van, mégpedig cbfhdag. Ennek megfeleléen az e
tevékenység kivételével minden tevékenység kritikus. (2 pont)

Ha a cd élre irt szam 24-nél t6bb lenne, akkor ezaltal d legkorabbi kezdési
idopontja megnone az a és g csucsokkal egyiitt. Ezaltal kizardlag cdag lesz
kritikus ut, és a b, f, h tevékenységek pedig nem lesznek kritikusak. Tehat
a feladat masodik kérdésére tehdt igenld a vélasz. (1 pont)

4. Legyen GG az abran lathato gréaf iranyitatlan véltozata. Van-e G-nek Hamilton-kore? Ha van, akkor
legkevesebb hany élt kell torolni G-bol, hogy a kapott grafnak ne legyen Hamilton-kore? (Az élekre
irt szdmokkal ne torddjiink.)

G-nek van Hamilton-kore, példaul a,c,b,e, f,h, g,d ezért a feladat els6 kérdésére ,igen” a vélasz.
(4 pont)
Ha toroljiik a be élt, akkor 4llitjuk, hogy az igy kapott G’ grafnak nem lesz Hamilton-kore. (1 pont)
Ha ugyanis elhagyjuk G'-bdl a ¢ és f csicsokat, akkor b és e izolalt pontok lesznek, és az a,d, g, h
csucsok egy harmadik komponenst alkotnak. (2 pont)
A Hamilton-kor 1étezésére tanult sziikséges feltétel tehat nem teljesiil a G grafra, ezért G'-nek nincs
Hamilton-kore. (2 pont)
Mivel 0 él torlése esetén még van G-nek Hamilton-kore, ezért a feladat méasodik kérdésére ,egy” a
vélasz. (1 pont)
Ha valaki a masodik kérdésre megallapitja, hogy egy harmadfoku csicsbol két élt torolve nem lesz
Hamilton-kor, de a helyes vélaszt nem taldlja meg, akkor erre a részre 1 pontot kaphat.
5. Legyen G az abran lathat6 gréaf irdnyitatlan valtozata. Sikbarajzolhaté-e az a G’ graf, amit G-bél az

bd és eg élek behuzasaval kapunk? (Az élekre irt szamokkal ne torédjiink.)
Ha mutatunk G’-nek egy (topologikus) K33 részgrafjat, akkor a tanultak ¢
szerint G' nem sikbarajzolhato. (3 pont)

A mellékelt dbra a kérdéses grafot mutatja. (1 pont)

A megvastagitott élek és a megjelolt csticsok G' egy Ksz részgrafjat

abrazoljak. Tehdt G’ nem sikbarajzolhatd. (6 pont)

Az elsé rész helyett hivatkozhatunk a (helyesen kimondott) Kuratowski-

tételre is.

Van egyébként topologikus K5 is G-ben, pl a b, c, e, f és g cstcsok az a és d

osztépontokkal ilyet alkotnak. Ennek a megtaldlasa is tokéletes bizonyiték. h

Legfeljebb hany csticsa lehet egy olyan G grafnak, amelynek 123 éle van, és minden élét ki lehet
szinezni a piros, fehér vagy zold szinek valamelyikére gy, hogy G barmely két csiicsa kozott vezessen
csupa piros, csupa fehér és csupa zold élbdl allé ut is?

Jelolje n a G graf csicsai szaméat. A megadott feltétel azt kivanja, hogy piros, a fehér és a zold élek

is egy-egy n-csucsu Osszefiiggd grafot alkossnak. (2 pont)
Tudjuk, hogy minden 6sszefiiggé grafnak van feszitéfdja, (1 pont)
és barmely n-csucsu graf barmely feszitéfdja pontosan n — 1 élt tartalmaz. (2 pont)
Ezért a piros, fehér és zold élek barmelyikébol legaldbb n—1 van, azaz G éleinek szamara 123 > 3-(n—1)
teljesiil. (2 pont)
Innen n < 42 addédik G csucsszamara, a kérdezett maximalis csucsszam tehdt nem lehet tobb 42-nél.

(1 pont)

Ha egy 42-cstucsu ut minden élé mellé behtizunk két tovabbi parhuzamos élt, és a parhuzamos él-
harmasokat nemzetiszintire szinezziik, akkor az igy élszinezett G grafra teljesiilnek a feladatban leirt
feltételek. (1 pont)
Ezért a keresett maximaélis cstuicsszam legalabb 42, amit ha a korabbi megallapitasunkkal dsszevetiink,
megallapithatjuk, hogy a feladat kérdésére a valasz pontosan 42. (1 pont)



