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Tudnival6k
Def: A V < R" altér bdzisa a V egy lin.ftn generatorrendszere.
Az R™ tér standard bdzisa {e,,ées,...,€,}

Allitas: Minden altérnek van bézisa.

Biz: Kétféleképp is elGallithatjuk R™ tetsz. V alterének egy bazisat.

1. lehetdség: Generatorrendszer ritkitasaval, azaz generatorrendszerbdl a tobbi altal generalt
elem elhagyésaval egész addig, amig a maradék rendszer egyetlen elemét sem generdlja a tobbi
maradék elem. Az igy kapott generatorrendszer lin.ftn.

2. lehetGség: Lin.ftn rendszer hizlalasaval. Ha van az altérben a lin.ftn. rendszer altal nem
generalt vektor, akkor azzal a rendszer gy bévithetd, hogy a lin.ftn tulajdonsag megmarad.

Megfigyelés: Tfh az M matrixbol az M’ RLA métrix ESA-okkal kaphato és legyen V az M
oszlopai altal generalt altér. Ekkor az M'-ben v1-t tartalmazé oszlopoknak megfelels M-beli oszlopok
a V bézisat alkotjak.

Def: Homogén linedris egyenletrendszer alatt olyan lineéris egyenletrendszert értiink, amiben
minden egyenlet jobb oldalan a 0 konstans all.

Megfigyelés: Tetsz. n ismeretlenes homogén lineéris egyenletrendszer megoldésaibol alkotott
oszlopvektorok zartak az Osszeadasra és skalarral valo szorzéasra, igy az R™ tér egy alterét alkotjak.

Allitas: Homogén egyenletrendszer segitségével megadott altér bazisat alkotjak a homogén linea-
ris egyenletrendszer mindazon a megoldasaihoz tartozé vektorok, amelyekben egy szabad paramétert
1-nek, a tobbit pedig 0-nak valasztjuk.

Allitas: Az R™ tetsz. V alteréhez talalhato olyan homogén linearis egyenletrendszer, aminek a
megoldasaibol képzett oszlopvektorok pontosan a V' altér elemei.

A fent leirt egyenletrendszer megkaphato ugy, hogy tekintjiik V' egy G generatorrendszerét (pl.

1
egy bazisat), és a G-beli oszlopvektorok alkotta méatrixot kiegészitjik egy ( . | vektorral. ESA-

In

okkal az utols6 oszlop nélkiil RLA métrixot készitiink, és a v1-t nem tartalmazo sorok utols6 elemeit
0-val egyenlévé tessziik.

Tétel: Ha B; és By a V < R" altér bazisai, akkor |B;| = | Bs.

Def: A V < R" altér dimenzidgja dimV = k, ha V-nek van k-elemi béazisa.

Megfigyelés: Barmely V' < R™ altér tetsz. U < V alterének bazisa kiegészitheté V' bazisava,
ezért dimU < dim V.

Allitas: Ha Vi, V5 <V < R”™ akkor dim(V; NV5) 4 dim(V) > dim(V}) + dim(V).

Allitas: Ha B a V < R" altér bazisa, akkor minden v € V vektor egyértelmien fejezhets ki a
B bazis elemeinek lin.komb-jaként.

Def: Ha B = {b;,...,b.} a V < R™ altér bazisa, és v = Zle Aib; akkor a v vektor B bdzis

A1
szerinti koordindtavektora [v]p = ( > :

An
Allitas: A V < R” altér rogzitett B bézisa szerinti koordinatavektorokon a V-beli miiveletek
megegyeznek az R¥-beli miiveletekkel, azaz [u+v]p = [u]p+[v]5 ill. \-[u]p = [Mu]p Vu,v € V VA € R.

Megfigyelés: Ha B = {u,,...,u,} aV < R" bazisa és v € V, akkor az (uy, .. ., u;, v) matrixbol
ESA-okkal képzett RLA métrix utolsé oszlopa a [v]z koordinatavektor.

Gyakorlatok
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vektorokat. Dontsiik el, hogy az alabbi vektorrendszerek linearisan fiiggetlenek-e, és hatarozzuk
meg egyes halmazok altal generalt altereket. Az altereket meghatéarozasat ugy végezziik, hogy
egy tetszélegesen megadott R3-beli & vektorrél gyorsan, néhany egyszeri teszt elvégzésével
el tudjuk dénteni, hogy z az adott altérbe esik-e vagy sem. A = {u,v,w}, B = {u,v,a},
C={u,a}, D= {u,v,w,b}ill. E = {u,v,b}.




10.

11.

- Az R™ tér U és V altereire jelélje (U U V) == Ny ycp<pn W az U & V alterek mindegyikét

tartalmazo alterek metszetét. Legyen U = (u;, u,, ugy) ill. V := (v, vy, v4), ahol
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U = 2 |, uy = 4], u3 = |[2], 0 = 3], vy = 1 |, valamint v3 = |1
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Hatéarozzuk meg az U NV és az (U U V) alterek egy-egy bazisat!
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. Dontsiik el, linearisan fiiggetlenek-e az u, = <_i>, Uy = <(1)>, U = <}> vektorok, és ha
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igen, akkor egészitsiik ki e harom vektort az R* tér bazisava.
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Hatéarozzuk meg a V' = (uy,u,, us,) altér egy bazisat. Dontsiik el, hogy a v = (

> vektor

benne van-e a V' altérben, és ha igen, hatarozzuk meg a v vektor koordinatavektorat az imént
talalt bazisban.

Tegytik fel, hogy a g 9y 9, vektorok a V' < R™ altér generatorrendszerét alkotjak. Igaz-e,
hogy A # 0 esetén Ag . g,, ..., g, is generédlja V-t7 Igaz-e, hogy g, + .. 9, -, g, 1s generéator-
rendszer V-ben?

Tegyiik fel, hogy L,L, e ,ik lin.ftn vektorok. Igaz-e, hogy A # 0 esetén )\L,i2, e ,ik
vektorok is lin.ftn-ek? Igaz-e, hogy L + L,L, e ,ik is lin.ftn rendszer?

Tegyiik fel, hogy B = {by,by,...,b,} a V < R™ altér bazisat alkotjak. Igaz-e, hogy A # 0
esetén B = {\by,b,,...,b,} is a V bazisa? Igaz-e, hogy B” = {b, + by,b,,...,b,} is bazis
V-ben? Ha ,igen” a valasz, akkor hatarozzuk meg, hogy a V altér tetszéleges v vektoranak
[v] g koordinatavektorabol hogyan kaphatok meg az 0j bazis szerinti [v]p: és [v] g koordinata-
vektorok.

Tegyiik fel, hogy BU {u} és BU{v} a V < R™ altér két bazisa. Igaz-e, hogy v = Au teljesiil
alkalmas A skalarra?

T,

Tegyiik fel, hogy a, b, ¢, d 1in.6f. vektorok. Lehetnek-e az a —2b, 42b— e, W/42c—77d,a+b+d

vektorok lin.ftn.-ek?

Tegyiik fel, hogy az a, b, ¢ vektorok a V' < R™ altér bazisat alkotjak. Igaz-e, hogy az a + b, b+
¢, ¢ + a vektorok is V' béazisat alkotjak?

Az R™ tér U és V altereire jelolje (U U V) az U és V alterek mindegyikét tartalmazé alterek
metszetét, azaz (UUV) = Ny ycp<ps W Igazoljuk, hogy dim(U) +dim(V') = dim(UNV) +
dim(U U V).

Tegytik fel, hogy az by, b,,...,b, vektorok a V' < R™ altér egy B bézisat alkotjak, és legyen
0 # v € V. Bizonyitsuk be, hogy léteznek olyan «; skalarok, amire b, +aqv, by+asv, ..., b+agv
nem bazis a V' altérben. (*)



