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Def: A H fa a G feszitdfdija, ha H a G feszits részgrafja (azaz V(H) = V(G)). A H feszits
részgraf akkor feszitd erdd, ha H erdd és G minden komponensének tartalmazza egy feszitGfajat.

Allitas: Tetsz. G grafnak pontosan akkor van feszitéfaja, ha G osszefiiggs.

Def: Ha G = (V,E) egy graf és k : E — R az éleken értelmezett koltségfiiggvény, akkor G
tetszleges £’ élhalmazanak k(E") kéltsége a E'-beli élek 6sszkoltsége. Az F' C FE élhalmaz minimdlis
koltségi feszitdfa (mkffa), ha (V, F) a G feszit6faja, és nem dragabb a G egyetlen feszitéfajanal sem,
azaz k(F) < k(F") teljesill G minden (V, F”) feszit6fajara. min. ktg fesz. erdd definicija hasonlo.

Kruskal (moh¢) algoritmus: Input: G = (V, E), k: E — R, ktgfiiggvény. Output: F C E
Mikodés: Legyen Fy = 0, és E = {ey,ea,...,em}, ahol k(ey) < k(es) < ... < k(en). Az output

. F,_1U{e; ha F;_; U{e;} kormentes
F'= Fp, ahol i =1,2,...,m-re Fi= F,_4 ) ha F;_; U }ej tartalmaz kort.

Tétel: Legyen G = (V, E) egy graf és k: E — R egy tetsz. koltségfiggvény, (V, F') pedig a G
egy feszitéfaja. I’ pontosan akkor mkffa, ha minden c-re teljesiil, hogy F' tartalmazza a G legfeljebb
c koltségt (oleso) élei alkotta graf egy feszits erdejét.

Megfigyelés: A Kruskal-algoritmus F' outputjara igaz az el6z6 tételbeli tulajdonsag.

Tétel: A Kruskal-algoritmus altal kiszamitott F' élhalmaz a G' egy min kéltségi feszits erdeje.

Gyakorlatok

1. Adott egy négyzet négy csucsa a sikon. Hogyan lehet a lehetd legrovi-
debb Osszhosszusagu vonalak meghtuzasaval elérni, hogy a meghiizott
vonalakat kovetve a négy csiics barmelyikébdl el lehessen jutni a mésik

harom csucsba? (!)
2. Keressiink a fenti d4bran lathato G grafban mkffat! (v') Hany minimalis

koltségti feszitofaja G-nek?
3. Adott a G = (V, E) graf ésa k : E — R, ktgfv, valamint G cstcsainak egy piros és zold szinnel
szinezése. Adjunk gyors eljarast olyan minimalis 6sszkoltségi F' C E élhalmaz megkeresésére,
amire minden piros csticsbol vezet F-beli it (a) legalabb egy ill. (b) minden zold cstcsba.
4. Adott a G = (V, F) graf és az élein egy k : E — R, koltségfiiggvény. Tegyiik fel, hogy
ismeriink a G — e grafon egy minimalis koltségii F' feszit6tat. Hatarozzuk meg a G grafnak egy
olyan minimaélis koltségi feszitéfajat, aminek F-fel a lehetd legtobb kozos éle van.

5. A jobb oldali abran lathato G = (V, E) graf élei a fel- ¢ 22 9\22 15 5 25 d
ujitando utszakaszokat jelentik. Minden élén két koltség 20
van: az olcsobbik az egyszeri felujitas koltsége, a dra-
gabb pedig ugyanez, kerékparut épitéssel. A cél az Gsszes
utszakasz feltjitasa gy, hogy Osszefiiggs kerékparutha-
l6zat épiiljon ki, amin G minden pontja elérhetd.

e g

Hatérozzunk meg egy legolcsobb felujitési tervet, ami teljesiti ezt a feltételt. (ZH'15) (V')

6. Abszurdisztan korméanya tendert ir ki n telepiilésnek a helyi vizmiire torténd racsatlakoztatasa-
ra. Minden ajanlat két helyszin (két telepiilés vagy egy telepiilés és a vizmii) kozott kiépitends
vezeték koltségét tartalmazza. Tudjuk, hogy a kormany a lehetd legolecsobb modjat valaszt-
ja annak, hogy az n telepiilés a vizm(ihoz csatlakozzon. Cégiink kiilonféle homalyos iizletek
nyélbeiitésével 1ényegében ingyen meg tudna épittetni a Ratot és Piripocs kozti vezetéket. Ra-
adasul minisztériumi kapcsolatunk, Mutyi bécsi elarulta nekiink az 6sszes beérkezett ajanlatot.
Hogyan arazzuk a sajat Ratot-Piripocs ajanlatunkat, hogy a lehets legnagyobbat szakitsuk?

7. Adott a G = (V, E) graf és az élein egy k : F — R, koltségfiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy G
minden egyes minimalis koltségt F' feszitéfaja outputja lehet a Kruskal-algoritmusnak alkalmas
(koltség szerint monoton névekvs) élsorrend esetén. Bizonyitsuk be, hogy ha a G = (V, E)
graf minden élének kiilonbozs a koltsége, akkor G minimalis koltségi feszitéfaja egyértelmd.

8. Adott G = (V,E) graf és k : E — R, koltségfiiggvény mellett a G graf minden éle ki van
szinezve a piros, fehér és zold szinek valamelyikére. Adjunk hatékony modszert, ami G olyan
mkffajat (vagy feszits erdejét) talalja meg, ami a lehet legtobb zold, és a lehetd legkevesebb
piros élt tartalmazza.



