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Tudnivalok

Megfigyelés: A 2 és 3 dimenzids példa alapjan az e, .. ., e, vektorok altal feszitett n dimenzios
paralelotop elGjeles térfogatanak elGjele a szerint pozitiv ill. negativ, hogy feszité vektorok sorrendje
paros vagy paratlan sok paronkénti cserével kaphato a fenti sorrendbdl.

Def: Az e, ..., e, vektorok tetsz. sorrendjéhez egyértelmten meghatarozhatok az orbitok: min-
den vektor pontosan egy orbithoz tartozik, és minden orbit azt irja le, hogy az orbiton beliil milyen
ciklikus sorrendben cserélnek helyet a vektorok az eredeti e, ..., e, sorrendhez képest.

Megfigyelés: Ha egy sorrendben két vektort felcseréliink, akkor az igy kapott sorbarendezéshez
tartozo orbitok (ill. paros orbitok) szama pontosan 1-gyel tér el az eredeti sorrendhez tartozo (paros)
orbitok szaméatol.

Kov.: Egy sorrend pontosan akkor kaphatd paros szamu péarcsere egymasutanjaként, ha orbit-
jainak szdma n-nel egyezs paritasi, vagy, ami ezzel ekvivalens, ha paros orbitjai szama paros.

Def: n elem permutdcidja alatt egy o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} kdlcsondsen egyértelmd
leképezést értiink. Ezek halmazat S, jeloli. Az eq,...,e, vektorok egy sorrendjéhez az a o € S,

permutacio6 tartozik, amire (i) az e; sorszama az adott sorrendben minden értelmes i-re.
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Def: A o € S,, permutécioban az {i, j} par inverzidban dll, ha i és j nagysagviszonya a o(i) és
o(j) nagysagviszonyaval ellentétes. A o permutéacié (o) inverzidszima a o szerint inverziéban allo
elemparok szama.

Példa: Az (e, e, €4, €5, €,) sorrendben ey és e, inverzidban all, és megfelel§ o permutacio inver-
zioszama I (o) = 5.

Allitas: Ha o az ey, ..., e, vektorok egy sorrendjéhez tartozo permutacio, és két vektort felcse-
rélve a o’ permutéciot kapjuk, akkor I(o) és I(o’) kiilénbsége paratlan.

Def: Az e,,..., e, vektorok egy sorrendjéhez tartozd bdstyaelhelyezés a n x n méatrixnak azon
pozicidit jelenti, ahol 1-esek allnak a fenti sorrendben felirt egységvektorok alkotta matrixban.

Megfigyelés: A bastyaelhelyezéshez tartozé permutacié inverzioszama megegyezik az EK-DNy
pozicidoban all6 bastyaparok szamaéaval.

Def: Az A € R™*" métrix determindnsa |A| = det A=Y o (=1) ], a; (), ahol a;; az A
matrix ¢-dik sordnak j-dik eleme.

Megjegyzés: A determinans az Osszes lehetséges bastyaelhelyezéshez tartozo szorzat elGjeles
Osszege, ahol az elGjel attol fiiggden pozitiv ill. negativ, hogy az EK-DNy pozicioban allo bastyapéarok
szama paros vagy paratlan.

Def: Az A € R™* matrix determinansa az az AT € R¥*" matrix, aminek i-dik soranak j-dik
eleme az A matrix j-dik soranak i-dik eleme minden értelmes i, j esetén.

Lemma: |A| = |AT| VA € RV

Kov.: Egy sorokkal kapcsolatos tulajdonsdg pontosan akkor teljesiil minden determinansra, ha
a tulajdonsig oszlopokra vonatkozo értelemszert megfelelGje is teljesiil minden determinansra.

Lemma: Tth uy,...,u,,u; € R" és A € R. Ekkor

Példa: Az (g, €4, €5, €7, €1, €4, €9, €4) sOrTendhez tartozo o permutéacio:

(1) Jugy ooty Wyt | = [ty Wy ey |+ g, |

(2) gy ooy Ay | = Ny, oy, (3) Ha u;, = 0, akkor |uy,...,u;,...u,| =0.
(4)Ha@<],akkor|u1,...,gi,...,gj,...,gn|:—|g1,...,gj,...,gi,...,gn|.

(5) Ha w; = u;, akkor [y, ..., u,| = 0.

Lemma: ESA hatasa tetsz. négyzetes A matrixra:
(1) Sort A-val szorozva a determinéns is A-val szorzodik.
(2) Sorcsere hatasara a determinans ellentettjére valtozik.
(3) Egy sorhoz egy masik sort hozzdadva a determinans nem valtozik.
Def: Az A négyzetes matrix fédtldja az azonos sor- és oszlopindexti elemei halmaza. Az A méatrix
felsd hdromszogmadtriz, ha a f6atloja alatt minden eleme O.
Megfigyelés: (1) Ha az A négyzetes matrix LA, akkor A fels§ haromszogmatrix.
(2) Ha A fels6 haromszogmatrix, akkor determinansa a f6atlobeli elemei szorzata.



Def: Az A € R™" matrix ¢-dik soranak j-dik eleméhez tartozo A, ; eldjeles aldetermindns az
i-dik sor és j-dik oszlop elhagyasaval keletkezs (n — 1) x (n — 1) méretd matrix determinansanak
(—1)"-szerese.

Kifejtési tétel: Tth A € R™™" és a;; jeloli A i-dik soranak j-dik elemét. Ekkor
(1) Al =>_7 i jA;; V1 < j <n (oszlop szerinti kifejtés) ill.

(2) |A] = X7 aijAi; Y1 <i < n (sor szerinti kifejtés).
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Hatarozzuk meg, hogy péaros vagy paratlan annak a o € .S, permutacionak az inverzidszama,
amire 0(i) =i+2hai<n—1,0(n—1)=16és o(n)=2.

Hanyféle modszert ismeriink egy négyzetes matrix konkrét bastyaelhelyezéshez tartozo kifejtési
tag elGjelének megallapitasara?

Legfeljebb mennyi lehet egy o € S1; permutacié inverziészama? Van-e olyan o € S;; permu-
tacio, aminek az inverzidszama I (o) = 427 Milyen n esetén létezik olyan o € S,, permutécio,
aminek az inverzioszama I (o) = 427

Hogyan kell a kifejtési tétel alkalmazasakor gyorsan megéllapitani az felbukkano elGjeles alde-

terminansokhoz tartozo elGjeleket?
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Szamitsuk ki az alabbi determinénsokat: 1 9 81 13 9
o2 05| 0o p o 3
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Legyen A az n X n méretii csupal méatrix. Legkevesebb hény elemét kell A-nak megvaltoztatni
ahhoz, hogy a kapott matrix determinansa nemnulla legyen?

Tetsz6leges A € R™™ "™ négyzetes matrix esetén jelolje A° azt a métrixot, amit az A méatrixbol
gy kapunk, hogy A- a kozéppontja koriil 180 fokkal elforgatjuk, azaz Vi, j-re az A° matrix
1-dik soréanak j-dik eleme megegyezik az A maétrix alulrél az i-dik sorédnak jobbrél a j-dik
elemével. Hogyan fiigg az |A°| determinans |A|-t61?

Bizonyitsuk be, hogy ha az A négyzetes matrix determinansa |A| # 0, akkor A els6 oszlopanak
van olyan eleme, hogy barmely z € R szam esetén ez az elem megvaltoztathatd gy, hogy a
kapott matrix determinansa z legyen. Van-e mindig ilyen elem akkor is, ha |A| = 07

Legyenek az A € R™"™ matrix oszlopai u,, ..., u,, és tth u, € (u;,...,u, ;). Bizonyitsuk be,
hogy |A] = 0.
Legyenek aq, ..., a, pozitiv szamok, és legyen az A € R™*" maétrix i-dik soranak j-dik eleme

% ha i + j paros, kiilonben legyen 0. Szamitsuk ki az |A| determindnst.
J

Thf az A € R™™ matrix i-dik soranak j-dik eleme 7 + 7 — 1 minden értelmes ¢, j-re. Szamitsuk
ki az |A| determinanst.

Tth az A € R™ " négyzetes matrix minden eleme +1. Bizonyitsuk be, hogy |A| oszthato
2"~ Lgvel.

Tth az egész szamokbol allo négyzetes A matrix barmelyik oszlopaban is adjuk Gssze a sorban
talalhaté szamokat, mindig 42-t kapunk. Bizonyitsuk be, hogy ha A els§ sorat lecseréljiik egy
csupa l-est tartalmazo sorra, akkor az igy kapott A’ méatrixra |A| = 42| A’| teljesiil.

Legyen az A € R™ " matrix i-dik soranak j-dik eleme a;;. Szamitsuk ki az |A| determinast
értékét, ha (1) a;; = min(s,7) , (2) a;; = ¢ - j ill. (3) a;; = |i — j]| teljesiil minden értelmes
1, j-Te.

Az A négyzetes matrix ferde kifejtése alatt azt értjilk, hogy A egy sordnak minden elemét A egy
maéasik soranak ugyanazon oszlopba es§ eleméhez tartozo elGjeles aldeterminanssal szorozzuk
Ossze, és az ilyen szorzatokat Osszeadjuk. (Képlettel: 2?21 ay ; A; j 10gzitett k # j sorindexek-
re.) Hogyan lehet |A| segitségével meghatarozni a ferde kifejtés soran kapott dsszeget?
Mennyi lehet legfeljebb az A € R7™*7" matrix determinansa, ha A elemeinek abszolit értéke
legfeljebb 2, és a pératlan sorszamu sorok és paratlan sorszamu oszlopok metszéspontjaban
mindeniitt 0-nak kell allnia?(*)




