A Szamitastudomany alapjai
2. ZH javitékulcs (2022. 11. 03.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Oldjuk meg az itt lathaté egyenletrendszert. x1+ T2 + 2x3 = 4
3 3 £ 2(E1+3[E2+4ZE3-31‘4 =11
Legfeljebb mennyi lehet egy megoldasban az x,
ismeretlen értéke, ha x4 < 137 201+ Tp 4 dwy 4 304 =5
) 4 = : $1—3I2+2I3+12I‘4:_8

Kibovitett egyilitthatéméatrixot készitiink, és azon végziink ESA-okat mindaddig, mig RLA matrixot
nem kapunk: (2 pont)
1 12 0] 4 1 12 0] 4 112 0/4 102 31
2 34-3 11 0 10-3 3 010 —-33 010 -33

2 14 3/ 5 7 0-10 3 =3 "7 000 00 000 00 (4 pont)

1-32 12|-8 0—-40 12|—12 000 0J0 000 00

Ezek szerint a megoldas x5, x4 € R tetszoleges és x1 = 1 — 2x3 — 3x4 ill. 29 = 3 + 3x4. (2 pont)

Ezért x4 < 13 esetén x5 az x4 = 13 valasztassal lesz a lehet6 legnagyobb, konkrétan zo = 34-3-13 = 42.
(2 pont)

. Tegyiik fel, hogy 0 # u € (uy,...,u;) N (vy,...,v,). Bizonyitsuk be, hogy az {uy,...,u,vy,...,0,}
vektorok nem linedrisan fiiggetlenek.

Mivel u € (uy,...,u) és u # 0, ezért u el6éll a wu; vektorok nemtrividlis lin.komb-jaként: u =
Ay + o Ay, (3 pont)
és hasonléan u € (vy,...,v,) miatt u a v, vektoroknak is lin.komb-ja: u = pyv; + ... + pev,, (1 pont)
Ezért aztdn Ajuqy + ...+ \wy, = u = vy + ..+ pev, miatt Adjuy + ..o+ Ay, — vy — oo — v, =0
teljesiil. (4 pont)
Azt kaptuk tehat, hogy 0 el6all az u,, ..., u, vy, . .., v, vektorok nemtrivialis linedris kombinacidjaként,

(1 pont)
vagyis a kérdezett vektorrendszer nem lehet lin.ftn. (1 pont)

. Béazist alkotnak-e R3-ban a v, = (—1,2,7)", v, = (1, =3, —6)" és vy = (5,42,3)" vektorok?

Mivel dimR3 = 3, ezért egy R3-beli vektorrendszer pontosan akkor alkot bézist, ha harom olyan
vektort tartalmaz, amelyek lin.ftn rendszert alkotnak. (3 pont

)

Ezért a kérdezett harom vektor lin.ftn-ségét kell eldonteniink. (1 pont)

A tanultak szerint a beldliik képzett matrixot ESA-okkal RLA-ra hozzuk: (1 pont)
-1 15 1-1-5 1-1-5 1-1 -5 10 —57 100

( 2 -3 42) > (2 -3 42) — (o -1 52) > (0 1 —52) > (0 1 —52) — (o 1 o) (3 pont)
76 3 76 3 0 1 38 0 0 90 00 1 001

A RLA métrix oszlopai lin.ftn-ek, ezért a kiindulasi métrix oszlopai is lin.ftn-ek. (1 pont)

( )

Elég LA matrixot képezni, ha az indoklasbdl kideriil, hogy a harom oszlop lin.ftn.
. Tegyiik fel, hogy az A € R****2 m4trixnak minden olyan eleme 42, ami kozvetleniil a f64tlé alatt vagy
felett all, A minden mas eleme 0. Hatarozzuk meg az |A| determindns értékét!

Megkeressiik a nemnulla kifejtési tagokat. (1 pont)
Az els6 sorban és az els6 oszlopaban egyetlen nemnulla all, ezekre a helyekre muszdj bastyat tenniink.




(2 pont)

Ezzel az els6 két sorbdl és oszlopbol valasztottunk bastyat. (2 pont)
A harmadik sorban és oszlopban igy mar csak egy-egy helyre tehetjiik nemnulla poziciéra a bastyat,
és ez a két bastya a harmadik és negyedik sorokat és oszlopokat foglalja le. (2 pont)
Hasonléan folytatva az adddik, hogy egyetlen nemnulla kifejtési tag tartozik a determinanshoz, amit
21 bastyapar hataroz meg. (1 pont)
Az igy elhelyezett bastyak koziil kizardlag az egyszerre elhelyezett parok dllnak inverzidban vagyis az
inverzidszam 21, igy a kifejtési tag eléjele negativ. (1 pont)
Mivel A minden nemnulla eleme 42, ezért az egyetlen nemnulla kifejtési tag —4242, és ennyi a deter-
mindns értéke is. (1 pont)
u1 [
. Tetszblges u = Zz vektorra legyen f(u) = Zi valamint F'(u) := 42f(u) — f(f(u)). Lineéris
Ugq Ul

leképezés-e az I : R* — R* fiiggvény? Ha igen, akkor adjuk meg a leképezés [F] matrixat!

Konnyen lathatd, hogy f(Au) = Af(u), mert mindkét vektor a Au vektor koordindtdinak ciklikus
permutéciéja. Hasonléan f(u+v) = f(u)+ f(v), mert mindkét vektor az u+ v vektor koordinatainak

ciklikus permutéciéja. (2 pont)
Ezért aztdn Fi(Au) = 42f (Au) — f(f (Aw)) = 427 f (w) = fF(Af(w)) = A-42f () = Af(f(w)) = A(42f (u) —
f(f(w) = AF(u) (1 pont)
Hasonléan F(u 4+ v) = 42f(u + v) — f(flu+v)) = 42(f(u) + f@0)) — f(f(w) + f(v)) = 42f(u) +
42f(v) = f(f(w) = f(f(v) = 42f (w) — f(f(w) +42f(v) = f(f(v)) = F(u) + F(v), (1 pont)
Tehat F' linedris leképezés. (1 pont)
A tanultak szerint [F] = (F(e;), F'(ey), Fes), F(ey))- (1 pont)
0 42 —1 0
s . 0 0 42 -1
F definicidja szerint F(e;) = B F(e,) = o | F(ey) = o | F(ey) = o | (3 pont)
42 -1 0 0
0 42-1 0
[ 0 0 42 -1
tehat [F] = 1 0 042 (1 pont)
42 -1 0 0
27 1 0
33 1 4 (. . -y
Legyen f(p) := b1 42 3| Szamitsuk ki az f(42) — f(41) értéket.
02 -3 -6
3 1 4 710 71 0
Az els6 oszlop szerinti kifejtésbél f(p) =21 42 3| —3|1 42 3|4+ p|3 1 4| addédik. (3 pont)
2 -3 —6 2 -3 —6 2 -3 —6
3 1 4 710 710 3 1 4 710 71 0
Ezért f(42)—f(41) = 2|1 42 3|—=3|1 42 3|442|3 1 4|—2|1 42 3|+4+3|1 42 3|—41|3 1 4|=
2 -3 —6 2 -3 —6 2 -3 —6 2 -3 —6 2 -3 —6 2 -3 -6
71 0
3 1 4| teljesiil. (3 pont)
2 -3 —6
, 710 1 -1 -8 1 -1 -8 1-2 -8 1 -2 -8
Az ESA-rdl tanultak szerint |3 1 4| =3 1 4| =]0 4 28| =|0 1-10|=1{0 1-10 (2 pont)
2 -3 —6 2 -3 —6 0 -1 10 0 4 28 0 0 68
Fels6 haromszogmatrix determinansa a féatléban allé elemei szorzata, (1 pont)
1-2 -8
ezért a keresett kifejezés értéke f(42) — f(41) =|o 1 -10|=1-1-68 = 68. (1 pont)




