A Szamitastudomany alapjai
1. pZH javitékulcs (2022. 11. 21.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeto gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltér6, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az ttmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altaldban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Legfeljebb mennyivel névelheté a minimalis koltségli feszitofa koltsége, ha a bal oldali abran lathaté
G gréaf egyetlen élét torolhetjiik, és ugyanolyan koltséggel két csics kozott behtuzhatunk egy 1dj élt,
ami akar G egy élével parhuzamos is lehet?

A Kruskal algoritmust lefuttatva, az élkoltségek novekvo sorrendjében dontve az egyes élek feszitofaba
torténé bevalasztdasardl az abran lathaté 42 koltségli F' mkffat kapjuk. (4 pont)
Ha G-nek olyan élét toroljiikk, ami nincs benne ebben a feszitéfaban, akkor F' tovabbra is feszitéfa
marad, tehat a koltség igy nem novekedhet. (2 pont)
Ha valamelyik 2 vagy 9 koltségti élt toroljiik, akkor barhova is huzzuk be az 1j élt, tovabbra is marad
G-nek egy 42 koltségi feszitofaja. (2 pont)
Ha azonban a 20 koltségl élt toroljiik, akkor az igy kapott graf mkffdjanak koltsége 46 lesz, ugyanis
a 20 koltségli él helyett a 24 koltségii keriil a feszitofaba. Ez akkor is igy lesz, ha behuzunk egy 24
koltségi élt valamelyik olesé éllel parhuzamosan. (1 pont)
A feladat kérdésére tehat 4 a valasz. (1 pont)

)

2. Legfeljebb mennyi lehet a v cstics fokszama az iranyitatlan, egyszerti G grafban, ha a jobb oldali 4bran
G egy r-gyokerii DFS-faja lathato?
Az 6ran azt tanitottak, hogy iranyitatlan DFS utdn nincs keresztél,

azaz minden él két olyan cstcs kozott fut, amelyeknek a faban ugyan- r

azon a gyOkérbol induld tton vannak. (5 pont) o

A konkrét grafnak a gyokérbol v-be vezeto utjat egyetlenegyféleképp ~

lehet v-n tul egy levélig meghosszabbitani, ezért v minden szomszéd- v

janak ezen az tton kell lennie. (2 pont) O O
Osszesen 4 v-t6l kiilonboz6 cstics van ezen az titon, ezért v fokszama is legfeljebb 4 lehet. (2 pont)

A viélasz helyességéhez azt is ellendrizni kell, hogy a v csics 4-os fokszama elérheté. Ez pedig abbdl
latszik hogy ha a fahoz hozzdadjuk a két tovabbi v-bdl indulod élt, akkor a DFS lefuthat tgy, hogy
el6szor ezen 1t mentén éri el az Ut (v-vel egyiitt) 5 cstcsat, majd a tobbi csticsot. (1 pont)

3. Legfeljebb hany éle lehet az egyszerti, iranyitott G grafnak, ha G-nek a,b,c,d,e és d, b, c, a, e is topo-
logikus sorrendje?

A topologikus sorrend definicigja miatt G minden éle olyan, hogy a topologikus sorrendben korabbi

csuceshbdl egy, a sorrendben késébbi csicsba fut. (3 pont)
Ezért az a csicesbdl csakis az e cstuicsba, b-bol csakis a ¢ és e csticsokba, ¢-bol kizardlag e-be, d-bdl csak
e-be, e-bdl pedig semmilyen mas csticsba nem futhat él. (5 pont)
Ezek szerint G-nek legfeljebb 5 éle lehet. (1 pont)

Mivel a fent emlitett 5 él olyan DAG-ot alkot, aminek topologikus sorrendje mindkét megadott sorrend,
ezért az el6bb fels6 becslésként igazolt 5 él elérhetd, és feladat kérdésére 5 a helyes valasz. (1 pont)




4.

A G grafnak 3 piros, 3 fehér és 5 zold csucsa van. Minden piros cstcs Gssze van kotve minden fehér
csuccsal és minden zold csics 0ssze van kotve minden més zold csicesal, més él nincs G-ben. Van-e
G-nek Hamilton-kore? Ha nincs, akkor legkevesebb hany élt kell behtzni G-be ahhoz, hogy a kapott
grafnak legyen Hamilton-kore?

A G grafnak két komponense van: az egyiket a piros és fehér, a masikat a zold csicsok alkotjak.

(2 pont)
Mivel Hamilton-korrel rendelkez6 grafok osszefiiggok, ezért G-nek nincs Hamilton-kore, és legaldbb 1
élt be kell hizni a két komponens kozé ahhoz, hogy a kapott grafnak legyen. (1 pont)
Am ha csak egy €élt hizunk be a két komponens kozé, a behtzott él egyik végpontjat elhagyva két
komponensre esik szét a graf, (2 pont)
vagyis tovabbra sem teljesiil a Hamilton-kor 1étezésének sziikséges feltétele. (1 pont)

Konnyen lathato, hogy ha egy piros és egy zold, illetve egy fehér és egy masik zold cstics kozé hiizunk
be egy-egy élt, akkor e két él behtuzasanak hatasara a kapott graf egyszeri marad, és lesz Hamilton-
kore is. (3 pont)
Ezért a feladat kérdésére a vélasz az, hogy legkevesebb két él behtizasara van sziikség. (1 pont)

. Tekintsiink egy kockat és annak egy testatlojat. Legyenek a G graf csicsai a kocka cstcsai, és két

csucs kozott akkor fusson él G-ben, ha e csticsok a kocka egy élének vagy a kijelolt tetstatlojanak a
végpontjai. Sikbarajzolhato-e az igy definidlt G graf?

A tanultak szerint ha mutatunk G-nek egy topologikus K 5 részgrafjat, akkor G nem sikbarajzolhato.

(E helyett hivatkozhatunk a Kuratowski-tételre is.) (3 pont)
A mellékelt dbra a kérdéses grafot mutatja. (1 pont)
A megvastagitott élek és a megjeldlt csicsok G egy topologikus K3 részgrafjat abrazoljak. G tehat
nem sikbarajzolhaté. (6 pont)

Lehet-e néhany lépésben egy 42 komponensbdl allo, 77 csicsu, 66 éli egyszerti grafbdél kérmentes,
egyszeri grafot képezni, ha minden 1épésben egy élt torliink és két élt hizunk be? (Kordabban torolt
él is behuzhatoé.)

Ha sikeriil kormentes grafot kapni, akkor az eredeti G graf éleib6l megmarado élek egy legalabb 42

komponensbél all6 erdét alkotnak. (2 pont)
Ennek az erdének 77 — k éle van, ahol £ > 42 a komponensek szama. (2 pont)
Ezek szerint az erd6 élszama legfeljebb 77 — 42 = 35, igy az eredeti G grafbdl legalabb 66 — 35 = 31
élt kell torolni. (2 pont)
Pusztan ezen torlésekhez legalabb 31 1épésre van sziikség. (1 pont)
Minden 1épésben 1-gyel no az élszam, tehat 31 lépés utan a grafnak legaldabb 66 + 31 = 97 éle lesz.

(1 pont)

Azt tanitottak, hogy egy kormentes 77 csticsu egyszert grafnak legyfeljebb 76 éle lehet, igy a feladat
kérdésére nemleges a vélasz. (2 pont)



