A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékulcs (2022. 11. 03.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Lehet-e néhany lépésben egy 42 tsszefiiggé6 komponensbol allé, 88 csticsi, 111 éli gratbdl osszefiiggd
grafot képezni, ha minden lépésben két élt toroliink és egy élt huzunk be? (Kordbban tordlt él is
behizhato.)

Az EHL szerint egy ¢l behuzasa legfeljebb 1-gyel csokkenti a komponensek szamat. (2 pont)
Az Osszefiiggbség eléréséhez az kell, hogy a komponensek szama 42-r6l 1-re csokkenjen, tehat legalabb
41 1épést kell végezni. (2 pont)
Ez azonban 2-41 = 82 él torlésével jar. fgy az élek szama 111441 —2-41 = 70-re csokken, és ha még
tobb 1épést végziink, még tovabb csokken az élek szama. (2 pont)
Az 6ran olyat is tanitottak, hogy minden n cstucsu 6f grafnak van feszit6fdja, és a ffa oGnmagdban mar
n — 1 élt tartalmaz. (2 pont)
Ezért ahhoz, hogy 6f grafot kapjunk a lépéssorozat végén, legalabb 87 élre van sziikség. (1 pont)
A fentiek szerint legfeljebb 70 él maradhat, igy a feladat kérdésére nemleges a vélasz. (1 pont)

2. Legfeljebb mennyivel csokken a minimalis koltség feszitéfa koltsége, ha a bal oldali abréan lathaté
graf egyetlen élét tordlhetjiik, és ugyanilyen koltséggel két tetszoleges csucs kozott felvehetiink egy 1j
élt? (Az élek irdnyitasatdl tekintsiink el.)

Az 6réan tanult Kruskal-algoritmus segitségével elkészitiink egy @ 2 A 42 c
mkffat az élek bevételérél novekvo koltség szerint egyenként 9 24 9 9
dontve. Az abra egy ilyen F' fat mutat. Az F ffa a koltsége 42. e

(6 pont) d 20 O ) f

Ha G-bol toroljiik az F-ben nem szereplo 2 koltségli élt, és behtizunk egy 1j, 2 koltségii de élt, akkor
a Kruskal-algoritmus outputja annyiban valtozik, hogy a korabbi de él helyett a most behuzott fog
szerepelni. (2 pont)
Az igy kapott feszit6fa koltsége 24. (1 pont)
Ennél olcsébb feszitofat nem kaphatunk, barhogy is alakitjuk a grafot a feladatban leirt mddon.
Legfeljebb 3 db 2 koltség él szerepelhet a faban, a maradék két él koltsége pedig darabonként legalabb
9, ezért nem képzelhetd el 24-nél olcsébb ffa. Ezért a feladat kérdésére a valasz 42 — 24 = 18. (1 pont)

3. Legfeljebb mennyi lehet a v cstics fokszama az irdnyitatlan G grafban, ha a jobb oldali dbran a G egy
r-gyokerti BFS-faja lathato?
Az érén azt tanitottak, hogy irdanyitatlan BFS utdn nincs szintet ugré
él, azaz minden él két olyan csucs kozott fut, amelyeknek a faban a

gyokértdl mért tavolsdga legfeljebb 1-gyel tér el. (5 pont) r

A v csucs tavolsdga az r gyokértol 2, ezért v-bol kizardlag az r-tol a o
faban 1,2 vagy 3 tdvolsagra fekvd csticsokba vezethet él. (1 pont) ~

Az r gyokértél 2 csics van 1, 2 csies (koztiik v) 2 és 3 csucs pedig 3 v

tavolsagra. (1 pont) O O
Ezért v-bol legfeljebb 6 mésik csicsba futhat él, azaz v fokszama legfeljebb 6 lehet. (2 pont)

A valasz helyességéhez azt is ellenérizni kell, hogy a v cstcs 6-os fokszama elérheté. Konnyen lathato,
hogy ha E(G) pontosan az faélekbél és a v-bol induld, szintet a4t nem ugrd élekbél all, akkor a BEFS
lefuthat gy, hogy a megadott fat talalja meg. Ehhez az sziikséges, hogy v apja legyen r utan a
méasodiknak elért csics, és v testvérét v-nél hamarabb érjiik el. (1 pont)




Sajnos a feladatban nem lett kikotve, hogy G egyszerti. Aki ramutat arra, hogy tetszolegesen sok
parhuzamos €l behtizhaté a jobb oldali dbraba gy, hogy ettdl a BFS-fa nem valtozik annak jar
a teljes pontszam.

Hatarozzuk meg a bal oldali dbran lathaté PERT probléma minimalis végrehajtasi idejét! DAG-ot
kapunk-e akkor, ha a cf él iranyitasat megforditjuk? Ha igen, akkor mennyi lesz az igy kapott PERT
probléma minimalis végrehajtasi ideje?

A G csucsainak topologikus sorrendjét megkaphatjuk az 6ran megismert forrastorléses médszerrel. fgy
adodik a b, a,d, e, c, f sorrend. (3 pont)
Ebben a sorrendben meghatarozva az egyes csiicsokhoz tartozé legkorabbi kezdési idopontokat, az
abran az egyes csucsok mellett lathaté értékeket kapjuk. A teljes projekthez sziikséges minimélis

végrehajtasi id6 tehat 51. (4 pont)
A cf él megforditasaval kapott grafnak is lesz topologikus sorrendje (konkrétan b,a,d, e, f,c), tehat
DAG-ot kapunk. (1 pont)
Mivel csak a topologikus sorrend végén van eltérés, csak az f és a c legkorabbi kezdési idopontjat kell
Ujraszamolni. Ekkor f kezdési idopontja 33 lesz, c-é pedig 42 marad. (1 pont)
A moédositott PERT probléma minimalis végrehajtasi ideje tehéat 42, ez tehat a feladat végso kérdésére
is a véalasz. (1 pont)

. A G grafnak 3 piros, 3 fehér és 5 zold csiucsa van. Minden piros cstcs Ossze van kotve minden fehér

cstcesal, minden zold cstics Ossze van kotve minden mas zold csicesal, és mas él nincs G-ben. Leg-
kevesebb héany élt kell behizni G-be az egyszeriiség megtartasaval ahhoz, hogy az igy kapott grafnak
legyen Euler-korsétaja?

Az oran azt tanitottdk, hogy az az Euler-korséta sziikséges és elégséges feltétele, hogy a graf izolalt

pontoktdl eltekintve Osszefiiggd legyen, és minden cstcs fokszama péaros legyen. (3 pont)
A G grafnak két élt tartalmazé komponense van: az egyiket a piros és fehér, a masikat a zold csicsok
alkotjak. (1 pont)
G-ben a piros és fehér csticsok mindegyikének 3, a zold csticsoknak pedig 4 a fokszama. (2 pont)
Egy él behuzasa két cstcs fokszamat valtoztatja meg, ezért 3 él behizasara mindenképp sziikség van.

(1 pont)
Ez viszont azt jelentené, hogy zold csticsbdl nem huzunk be élt, igy G nem lesz 6sszefiiggd. Ezért 3 él
behtuzasa biztosan nem elég, legaldbb 4-re van sziikség. (1 pont)

4 éllel viszont megoldhaté a feladat: 6sszekotiink egymaéssal két piros ill. két fehér pontot, és a maradék
piros ill. fehér pontot egy kzos zold szomszéddal kotjiik ossze. Az igy kapott graf osszefiiggd, és minden
fokszdma paros, van tehat Euler-korsétdja. A feladat kérdésére tehat 4 a valasz. (2 pont)

Legkevesebb hany élt kell behtuzni a bal oldalon lathaté graf iranyitatlan véaltozataba ahhoz, hogy a
kapott graf ne legyen sikbarajzolhat$?

Egy él behuzasa utan G még biztosan 6sszfiiggd marad, hiszen a behuzott élt tudom a megadott
lerajzolashoz tartozé kiilso lapon vezetni. Ezért legalabb 2 élt kell behtizni ahhoz, hogy G ne legyen
sikbarajzolhato. (5 pont)
Ha behtizzuk az af és cd éleket, akkor a bd és ec élek torlése utdn épp egy K3 grafot kapunk. Ezek
szerint 2 él behuzasa elegendd a sikbarajzolhatdsag megsziintetésére, a feladat kérdésére 2 a vélasz.

(5 pont)

Ha valaki megfigyeli, hogy az a cstics torlése utan elég 3 élt behiizni, hogy K5-6t kapjunk, és hivatkozik
arra, hogy a K5 nem SRhato, akkor ezért 3 pont jar.



