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Tudnivalék

Def: Az R™ tér elemei az n magassagu oszlopvektorok, a miiveletek pedig a (koordinatankén-
ti) vektorosszeadas, és a vektor skalarral szorzasa. Nullvektor a csupal vektor (jel: 0), az i-dik
egységvektort pedig e; jeloli, az i-dik koordinata 1, a tébbi 0.

Allitas: Tetsz. w,v,w € R*ill. A\, u € Resetén (1) u+v=v+u, (2) (u+v)+w=1u+(v+w),
(3) Mu+2v) =Au+ A, (4) A+ pu = Au+ M, ill. (5) (Ap)u = M(pu) teljesiil.

Konvencié: —v := (=1)-vill. u—v:=u+ (—v).

Def: V C R" altér (jel: V< R™), ha V zart a miiveletekre, azaz u+ v, A\u € V teljesiil Vu,v € V
ill VA € R esetén. R™ trividlis alterei: {0} és R™.

Allitas: Alterek metszete altér: ha V; < R™ Vi, akkor N, Vi <R™

Def: Az u,,...u, vektorok linedris kombindcidja alatt egy Zle Ait; = Ay +. . Ay, kifejezést
értiink, ahol \; € R V. Trivialis linedris kombindcio: olyan lin.komb., ahol \; =0 Vi. Az u,, ...y
vektorok lin.komb.-inak halmazat (avagy az u,,...u, dltal generdlt alteret) (uy,...w,,) jeloli.

Def: Az u,,...u; vektorok a V' < R™ altér generdtorrendszere, ha (uy,...u;) = V.

Megfigyelés: V < R" <= V zart a linearis kombinaciora.

Def: Az {u,,...u,} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, ha csak a trivialis ha a nullvektort csak
a trivialis linearis kombinaciojuk allitja el6: \juy + ...+ My, =0=> A\ = ... = A = 0.

Ha ezen vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linedrisan dsszefiiggdk.

Lemma: Az {u,...u,} vektorrendszer pontosan akkor linearisan fiiggetlen, ha egyetlen u; sem
all el6 a tobbi u; linearis kombinaciojaként.

Megfigyelés: (1) Ha G a V < R” generatorrendszere és G C G’ C V, akkor G’ is a V

generatorrendszere. (2) Ha FF C R™ lin.ftn és F' C F, akkor F” is lin.ftn.
Allitas: Tfhv € R", v € G ¢s (G U {v}) =V < R"™ Ekkor ((G) =V) <= (v € (G))
Lemma: Tth = {f ,..., f } CR" linftn. Ekkor (FU{f} lin.ftn.) <= (f & (F))

Kicserélési lemma: Ha F Q V < R" linftn. és (G) = V genrsz. akkor V f € F g € G,
amire F'\ {f} U {g} is lin.ftn.

FG-egyenlStlenség: Tfh G a V' < R™ generatorrendszere, és F C V lin.ftn. Ekkor |F| < |G.

Allitas: Tfh F C R” lin.ftn és f € (F). Ekkor f egyértelmiien 4ll el F-beli vektorok lin.komb-
jaként. B B

Allitas: Tfh M’-t ESA-okkal kaptuk az M € R™* matrixbol. Ha S ill. S" az M ill. M’
sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (S’).

Allitas: Tfh az M € R™F matrixbol M-t ESA-okkal kaptuk és O = {o,,...0,} ill. O =
{0}, ... 0.} az oszlopvektoraik halmaza. Ekkor O-n és O’-n ugyanazok a lineéris osszefiiggések telje-
stilnek: (Zf:l Aio; = Z?:l [i0;) = (Zf:l Aid; = Zf:l 14:05)-

Megfigyelés: Az M € R™* matrix pontosan akkor RLA, ha M eléallithaté az e, ey,...,e, n
magassagu oszlopvektorokboél alkotta matrixbol olyan oszlopok besziraséval, amelyek mindegyike
az 6t megel6z6 e, oszlopok lineéaris kombinacioja.

Gyakorlatok

1. Alteret alkotnak-e R*-ben az aldbbi részhalmazok? A V; elemei azok a vektorok, amelyeknek
minden koordinataja 0 és 1 kozott van, a hatarokat is megengedve, mig V-t azok a vektorok
alkotjak, amelyeknek a masodik koordindtaja megegyezik a 4-dikkel. V5 mindazon vektorok
halmaza, amelyeknek a koordintai monoton névekvd sorozatot alkotnak, V, pedig azokat a
vektorokat tartalmazza, amelyek paros koordinatainak osszege megegyezik a paratlan koordi-
natak osszegével. Vs ill. Vi azon vektorokbol allnak, amelyeknek a koordinatai szémtani ill.
mértani sorozatot alkotnak.
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vektorokat. Dontsiik el, hogy az aldbbi vektorrendszerek lineérisan fiiggetlenek-e, és hatarozzuk
meg egyes halmazok altal generalt altereket. Az altereket meghatéarozasat ugy végezziik, hogy
egy tetszélegesen megadott R3-beli x vektorrél gyorsan, néhany egyszerd teszt elvégzésével
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el tudjuk donteni, hogy z az adott altérbe esik-e vagy sem. A = {u,v,w}, B = {u,v,a},
C={u,a}, D= {u,v,w,b} ill. E= {u,v,b}.
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. Dontsiik el, hogy a V' = <( 2 ), < 1 ), ( 7 )> altérhez tartoznak-e az u = ( -1 ),2_) =
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generaljak-e a V' alteret.
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( 4 |,w = | 1 | vektorok. Dontsiik el tovabba, hogy e harom vektor koziil a V-beliek

Tegyiik fel, hogy a, b, c az R™ tér lin.ftn vektorai. Igaz-e, hogy 2a, a+b, a+c is lin.ftn vektorok?

Tth a,b,c € R™ vektorok. Legyen u =2a+0b, v =b — ¢, ill. w = ¢+ 2a. Igaz-e, hogy ha a,b, c
lin.ftn-ek, akkor u, v és w is lin.ftn-ek?

[gaz-e tovabba, hogy ha u, v és w lin.ftn-ek, akkor a, b, ¢ is lin.ftn-ek?

. Tegyiik fel, hogy a, b, c az R™ tér lin.ftn vektorai. Igaz-e, hogy 2a, a+b, a+ ¢ is lin.ftn vektorok?

Tegyiik fel, hogy a, b, c az R™ tér lin.ftn vektorai, tovabba, hogy a a+b+c¢, a—b—3d, a+c+5d
linearisan Osszefiiggk. Kovetkezik-e ebbdl, hogy d € (a,b, ¢)?

Tth a v,,...,v, € R" vektorokra teljesiil, hogy v, € (v,,...,v.), azonban 1 < i < k esetén
v; & (Uy, ... 01,4 - - - Uy). Hatérozzuk meg a v, vektort.
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Tegyiik fel, hogy u, v, w az R™ tér lin.ftn vektorai. A p valés paraméter mely értékeire lesznek
aza=u—v,b=u+w, c=u+v—wésd=pu+ v+ w vektorok lin.ftn-ek?

Ha valamely p-re nem lin.ftn-ek a fenti vektorok, akkor hatarozzunk meg kozottiik egy nem-
trivialis linearis Osszefliggést.
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Legyen a = ( 2 ), b = ( 7 ), c = ( -2 ) és v = ( —2p ) Hogyan valasszuk a valés p
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paramétert annak érdekében, hogy a v vektor eléalljon v = aa+Fb+yc alakban, és |o|+|3]+|7]
a lehetd legkisebb legyen? (*)

Tth Gy ¢s Gy az V. < R™ altér generatorrendszerei. Bizonyitsuk be, hogy barmely g € Gy
vektorhoz taldlhato olyan g, € G2 vektor, amire G1 \ {g, } U{g,} ill. G2\ {g,} U{g,} egyarant
a V' generatorrendszerei. (*)

Tth G = {g,,---,9,} aV < R" altér generdtorrendszere (azaz V = (G)) és G vektorainak
mindegyikéhez tartomk egy k(g ) > 0 koltség. Javasoljunk hatékony algoritmust, aminek a
segitségével meghatarozhato a V altér egy olyan G’ C G generatorrendszere, amire a G'-beli
vektorok Osszkoltsége a lehetd legkisebb. (*)



