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Tudnivalok

Def: Linedris egyenletrendszer alatt véges sok olyan egyenletet értiink, amiben ismeretlenek
konstansszorosainak Osszege konstanssal egyenls. A linearis egyenletrendszer megolddsa olyan hoz-
zarendelés, gy rendel ami egy-egy értéket minden ismeretlenhez, hogy az egyenletrendszer minden
egyenlete igaz legyen erre az értékadasra.

Def: Linearis egyenletrendszer kibdvitett egyiitthatomdtriza olyan méatrix, aminek i-dik sora az
1-dik egyenletnek felel meg, és az egyes ismeretlenek egyiitthatoit ill. az egyenlet jobb oldalan allo
konstanst tartalmazza minden értelmes ¢ esetén.

Def: Egy tetsz. M matrixon elemi sorekvivalens dtalakitds (ESA) az alabbiak valamelyike:

(1) az i-dik és j-dik sorok cseréje, (2) az i-dik sor egy A\ # 0 konstanssal torténd végigszorzasa ill.
(3) az i-dik sor helyettesitése az i-dik és j-dik sorok Osszegével valamely i és j esetén.

Megjegyzés: Néha egy csupal sor torlését (vagy hozzéadasat) is szokas ESA-nak tekinteni.
Sorekvivalens atalakitas (de nem elemi, hiszen ESA-ok egymasutanjakén megkaphato) ha az i-dik
sort helyettesitjiik az i-dik sor és a j-dik sor A-szorosanak Osszegével.

Megfigyelés: A kibévitett egyiitthatomatrixon elvégzett ESA nem valtoztat a megfelels linearis
egyenletrendszer megoldésainak halmazan.

Def: Az M métrix lépcsds alaki (LA), ha (1) minden sor elsé nemnulla eleme (vezér)l-es (v1)
ill. (2) barmely két v1 esetén a lejjebb allo v1 jobbra esik a feljebb allo6 v1-t6l.

M Redukdlt lépcsds alaki (RLA), ha (1) M LA és (2) M-ben minden vl felett csak 0-k allnak.

Def: A kib. egyhomxban tilos sor a (0,...,0,z) tipusa sor z # 0 esetén.

Ha a kib. egyhomx RLA, akkor az x; ismeretlen kétitt vdltozo, ha az x;-hez tartozd oszlopban
van v1. Ha nincs, akkor z; szabad paraméter.

Allitas: Tth egy linearis egyenletrendszer M kib. egyhomxa RLA. Ekkor
(1) M minden sora vagy a 0 = 0 azonossagnak vagy a 0 = 1 ellentmondasnak vagy a v1-hez tartozo
valtozo (szabad paramétereket esetlegesen felhasznalo) értékadasanak felel meg.

(2) Ha M tartalmaz tilos sort, akkor az egyenletrendszernek nincs megoldésa.
(3) Ha M nem tartalmaz tilos sort, akkor a szabad paraméterek tetsz. értékadasa mellett az egyen-
letrendszernek pontosan egy megoldésa van. Ha van szabad paraméter, a megoldasok szdma oo.

Ko6v.: A linearis egyenletrendszer megoldésa egy RLA kib. egyhémx-szal felirt egyenletrendszer.

Cél: A lineéris egyenletrendszer kib. egyhémx-at ESA-ok segitségével RLA-ra alakitani.

Gauss-eliminéacio:

Input: M € R™* matrix. Output: Olyan M’ € R™* LA matrix, ami M-bsl ESA-okkal kaphato.
Mikodés: Az eljaras fazisokbol all, az i-dik fazisban az i-dik sor vezéregyesét és az alatta allo 0-kat
alakitjuk ki. Konkrétan: Kivalasztjuk az els6 olyan oszlopot, ami az (i — 1)-dik sor alatt tartalmaz
nemnulladt. Ha nincs ilyen sor vagy oszlop, az algoritmus véget ér. Kiilonben egy esetleges sorcserével
elérjiik, hogy az i-dik sor es az iménti oszlop metszetében nemnulla alljon. Esetleges konstanssal
szorzassal elérjik, hogy megjelenjen az i-dik sorban a v1. Az i-dik sor alkalmas konstansszorosait a
lejjebb all6 sorokhoz adva a v1 alatti elemek kinullazhatok.

LA matrix RLA-va alakitasa: A vl alatti elemekhez hasonloan a v1 feletti elemek kinullaz-
hatok a v1 sora alkalmas konstansszorosanak a v1 felett allo6 sorokhoz térténé hozzédadéasaval.

Allitas: Ha egy lineéris egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van, akkor az egyenletek
szama legalabb annyi, mint az ismeretleneké.

Gyakorlatok
1. A jobb oldalon lathaté méatrixot ESA-ok segitségével alakit- 2 6 -4 0 2
suk RLA maétrixsza tgy, hogy el6szor elvégezziik a Gauss- 3 11 -2 -8 9
eliminaciot. 4 9 —-14 9 10

2. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszereket. A masodik egyenletrendszer megoldésait
minden valés p esetén hatarozzuk meg.



10.

11.

12.

2I1 + 10?[)2 - 2I3 + 4ZE4 = 2 21’1 + ].01'2 - 21’3 + 4?[74 = 2
51’1 + 231‘2 — 91’3 + 12.1‘4 = -1 5]71 + 23(1)2 — 9!173 + 12(1}4 = -1
—x + 1133'3 — 2{E4 = 34 —x + 11%’3 — 2.CE4 = 34

31+ 1729 + 23+ 724 = 21 3x1+ 17xo + a5+ 724 = p
Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket a valos szamok korében. A mésodik egyenletrend-

szer megoldasait minden valos p esetén hatarozzuk meg.

1+ 5ry — lag+4x, = 2
r1+ 8x9 + 8xs —2x4 = 14
31’1 + 13.%‘2 — 91’3 +p-xry = —2

201 + 14xe + 1023+ (p—3) 24 = 23
Hatarozzuk meg az alabbi egyenletrendszerek 6sszes megoldasat minden pozitiv egész n esetén.

T +2x2+3x3+4x4 = 14
21’1 + 61’2 + 101‘3 + 61’4 + 21’5 = 28
T+ 51’2 + 95(?3 + 2$4 + 6ZE5 = 16

T1+ Ty = 1
r1+ro+x3+... 4+, = N
To+ T3 = 1
1+ 209+ 203+ ... +2x, = n—1
Tpo1tmx, = 1
T, +x1 = 1

Tth egy lineéris egyenletrendszer megoldhato, és a megoldasa soran az deriil ki, hogy z; ko-
tott paraméter. Hogyan lehet eldonteni, hogy van-e olyan felirasa a megoldasnak, amiben x;
szabad paraméter? Adjunk példat olyan felirasra, amikor x; sosem lehet szabad paraméter, és
mutassunk olyan példat is, ahol lehet.

Tegytik fel, hogy egy linearis egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van. Elképzelhets-
e, hogy az egyenletek jobb oldalain all6 konstans értékek alkalmas megvaltoztatasaval olyan
egyenletrendszer kaphato, aminek (a) nincs megoldésa ill. (b) végtelen sok megoldasa van?

Lehetséges-e a jobb oldalon allo matrixot ESA-okkal RLA 3 11 85 4
matrixsza alakitani gy, hogy a sor szorzéséhoz‘ hasznalt A 9 9 79 —9
szorzoval csak egész szam lehet, a masik két ESA pedig kor- 0 3 40 0

latozas nélkil hasznalhato?

Homogén linearis egyenletrendszer alatt olyan linearis egyenletrendszert értiink, amelyikben
minden, az egyenletek jobb oldalan all6 konstans 0-val egyenls. A linearis egyenletrendszerek
esetén lehetséges alabbi harom alternativa koziil melyik valésulhat meg egy homogén linearis
egyenletrendszer esetén? (a) nincs megoldas, (b) pontosan egy megoldéas van (c) végtelen sok
megoldas van.

Tegyiik fel, hogy adott egy linearis egyenletrendszer egy konkrét megoldéasa. Bizonyitsuk be,
hogy az egyenletrendszer megoldasai pontosan azok az értékadasok, amik ugy kaphatok, hogy
ehhez a konkrét megoldashoz hozzédadjuk a megfelel6 homogén linearis egyenletrendszer egy
megoldaséat.

Tegyiik fel, hogy az M matrix minden eleme egész szam, és sorszorzast csak akkor szabad
végezni, ha a A szorzo egész szam. Bizonyitsuk be, hogy alkalmas ESA-ok elvégzésével elérhetd,
hogy barmely két sor esetén a lejjebb allé sor tébb nulldval kezd6djon, mint a feljebb allo.
Tegyiik fel, hogy az x1,xo, ..., x, ismeretleneket tartalmazo linearis egyenletrendszer megold-
hat6. Bizonyitsuk be, hogy x; pontosan akkor szabad paraméter, ha van két kiilonb6z6 olyan
megoldasa az egyenletrendszernek, amiben x; kiilonb6z6 értékeket kap, de x; 1, Tii0, ..., 2y,
mindkét megoldasban ugyanazokat az értékeket kapjak.

Igaz-e, hogy minden M € R™ ™ maétrixhoz pontosan egy olyan RLA maétrix van, ami M-bsl
ESA-okkal kaphato? (*)

Tervezziink hatékony eljarast, ami két n X k méretd matrixrél eldonti, hogy megkaphaté-e az
egyik matrix a masikbol ESA-ok alkalmas egymasutanjaval. (*)



