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Tudnival6k

Def: A G = (V, E) graf Euler-(kor)sétdja a G olyan (kor)sétaja, mely G minden élét tartalmazza.

Megfigyelés: Ha a véges G (iranyitott) grafnak létezik Euler-korsétaja, akkor (1) G izolalt
pontoktol eltekintve (iranyitatlan értelemben) Gsszefiiggs és (2) G minden csticsanak fokszama paros
(irAnyitott esetben minden v cstcsra 6(v) = p(v)). Ha G-ben létezik Euler-séta, akkor (1) mellett
teljesiil, hogy (27) G-nek legfeljebb 2 péaratlan foku csticsa van (3, ., |0(v) — p(v)] < 2).

Tétel: Tetszoleges G = (V, E) véges grafra G-nek pontosan akkor van Euler-korsétaja (Euler-
sétaja), ha a fenti (1) és (2) ((1) és (27)) teljestil.

Def: A G graf Hamilton-kére (Hamilton-itja) egy G minden csicsét tartalmazo kor (ut).

Allitas: Ha a véges G grafban létezik Hamilton-kor (ill. Hamilton-tt), akkor G-nek k tetszéleges
pontjat tordlve, a keletkezs grafnak legfeljebb k (ill. £ 4 1) komponense van.

Dirac tétele: Ha az n-pontt (n > 3), egyszert G graf minden pontjanak legalabb ¢ a fokszama,
akkor G-nek van Hamilton-kore.

Ore tétele: Ha az n-pontu (n > 3), egyszert G graf olyan, hogy uv € E(G) esetén d(u)+d(v) >
n, akkor G-nek létezik Hamilton-kore.

Hizlalasi lemma: Ha egy n-ponta G grafban d(u)+ d(v) > n, akkor G-nek pontosan akkor van
Hamilton-kore, ha G + uv-nek Hamilton-kére van.

Ko6v.: Ha van Hamilton-kore egy olyan G'-nek, amit a fenti Lemmaban leirt élek behuzaséaval

kapunk G-bél, akkor G-nek is van Hamilton-kore.
Gyakorlatok

1. Legyen G a {p1,p2,...,p2001} ponthalmazon az az egyszerd graf, amire (p;p; € E(G)) <
li — j| < 2. Van-e G-ben Euler-korséta, Euler-séta, Hamilton-kor ill. Hamilton-ut? (v')(V ’01)

2. Legyenek a G,, graf pontjai az n hosszu (0, 1) sorozatok. Két pont akkor legyen szomszédos,
ha pontosan egy helyen térnek el egymastol (pl. az n = 4 esetben (0,0,0,1) és (0,1,0,1)
szomszédosak). Van-e a G,, grafnak Euler-korsétaja (v') ill. Hamilton-kore? (ZH '01)

3. Legyenek a G graf csucsai az 1,2,...,101 szamok, és az i és a j csiicsok akkor legyenek
osszekotve, ha ¢ + j oszthato 3-mal. Hatarozzuk meg, a legkisebb k értéket, amire igaz, hogy
G-be k élt behuzva olyan egyszerii graf kaphato, aminek van Euler-korsétaja.

4. Tegytk fel, hogy G = (V, Ey U Ey U ... U E}) Osszefliggd grafban az E;-k egymastol diszjunkt
korsétak. Az aldbbi sétat végezziik az éleken. Tetsz6leges pontjabol indulva elkezdjiik kovetni
az Fy korsétat. Mindig egy E; korsétat kovetiink azzal, hogy amint olyan cstcsba ériink, amin
atmegy egy eddig nem latott E, korséta, akkor elkezdjiik Fy-t kovetni, majd amint befejeztiik,
folytatjuk a felhagyott E; kovetését. Mit kapunk, amikor befejezziik az Ey korsétat?(*)

5. Mutassuk meg, hogy ha G egy 12-regularis graf, akkor élei pirosra és zoldre szinezhetsk ugy,
hogy minden cstcsbol pontosan 6 piros és 6 zold él induljon. (!)

6. Igazoljuk, hogy tetszéleges véges graf élei iranyithatok ugy, hogy minden v cstcsra |6(v) —
p(v)| <1 teljesiiljon, ahol d(v) ill. p(v) a v cstcs ki- ill. befokat jelenti.

7. Drotbol szeretnénk egy 4 x 4-es négyzetracsot forrasztani, ahol az egyes négyzetek oldalhossza
pontosan 1 cm. Megoldhato-e a feladat akkor, (a) ha 8 db 5 cm-es drotunk van ill. (b) ha 5
db 8 cm-es drotot hasznalhatunk? A drotokat elvagni nem, csak forrasztani szabad.

8. A mellékelt abra Abszurdisztan févarosa szennyvizhélozatanak vézlatos rajzat mutatja. A
vonalak a csatornakat jelképezik. Minden egyes csomopontban, ahol csatornak talalkoznak,
egy-egy létra vezet a felszinre. Nem zarhato ki, hogy tigynevezett endzsio terroristik egy satani
terv keretében valahol megmérgezték a szennyvizhéalozatot. Ezért fertStleniteni kell minden
egyes csatornat, aminek az a modja, hogy a kozszolgalati csatornak él6 kozvetitésében egy erre
a feladatra specialisan kiképzett szakember sulyos véddfelszerelésben végigkuszik a csoveken.
Mivel a szkafanderre is ratapadhat a szennyvizet szennyezé ismeretlen
méreg, a mar fertétlenitett szakaszra nem szabad ismételten behatol-
ni. Legalabb hanyszor kell a szakembernek kievickélnie a csatornabol
ahhoz, hogy a teljes fertétlenitést elvégezhesse? (ZH ’08)
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. Van-e olyan egyszeri graf, melynek van Euler-korsétaja, tovabba paros szama pontja és pa-

ratlan szamu éle van? (v')

Mutassuk meg, hogy barmely Osszefiiggs graf élei bejarhatok tgy, hogy mindegyiken kétszer
megylink végig, éspedig mindkét iranyban egyszer-egyszer.

Tegyiik fel, hogy a G = (V, E) grafban minden fokszam paros és X C V. Igazoljuk, hogy X-et
péaros szamu ¢l koti ossze V' \ X-szel.

Van-e olyan 222 pontt G graf, hogy G-nek és G komplementerének is van Euler-sétéja? (v/)
A bélesiben nyuszis-cicas dominokkal jatszanak a gyerekek: a 24 darabos készlet kovei a 4-féle
nyuszibol és 6-féle cicabodl alkotothatd parok. Lehet-e az 6sszes dominobdl olyan kort alkotni,
ahol az egymast kovets koveken egymas mellett 4ll6 képek megegyeznek? (*)

Egy ajtot kell kinyitnunk tgy, hogy egy 10-gombos billentytizeten egy altalunk ismeretlen,
titkos 3-jegyd szamkod jegyeit egymés utéan begépeljik. (Az elézdleg lenyomott szamok a
nyitast nem befolyasoljak.) Mennyi az a legkisebb Gsszeg, amennyiért az ajté bizonyosan
kinyithato, barmi legyen is a titkos kod, ha minden egyes gombnyomas 1 Ft-ba keriil? (*)
Kritikus a helyzet: Abszurdisztan févarosat, Mutyipusztat savkops menyétek invazidja fenye-
geti. A jobb oldali abrén lathato a févaros térképe: az egyes utak mellett 4ll6 szdmok az adott
utvonal hosszat jelolik. A veszélyt — mint mindig — most is az ligyeletes szuperhds,

Orarugogerinci Felpattano haritja el. Mesteri tervének végrehajtasa
mellett (miszerint helikopterrdl lugot permetezve semlegesiti a beto-
lakodokat) még ebben a valsagos pillanatban is a kbzvagyon megovéasa
a legfébb célja. Ezért amellett, hogy minden utcat végigpermetez és
visszatér a szabadon valasztott kiindulasi pontra, szeretné egyuttal
minimalizalni a lerepiilt 6ssztavot is. Segitsiink Orarugogerinctinek
abban, hogyan vélasszon tutvonalat! (*) (ZH ’16)
Bejarhato-e a 4 x 4-es sakktabla egy huszarral tgy, hogy minden mez6t pontosan egyszer
érintlink? (A huszar mindig egy 3 x 2-es téglalap egyik csiicsabol az atellenes cstucsaba 1ép.)
Mi a vélasz valodi sakktébla esetén? (A valodi sakktabla 8 x 8-as.)

Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2n-pontt G gratban van Hamilton-kor, akkor kivalaszthatd G-nek
néhany diszjunkt éle tgy, hogy G minden pontja végpontja valamelyik kivalasztott élnek. (v')
Mutassuk meg, hogy ha egy G grafban van Hamilton-kor, akkor a G — v ill. a G — e graf G
barmely v csticsara és barmely e élére is Osszefiiggd. (v')

Tegyiik fel, hogy G 6f graf és K egy olyan kiére G-nek, aminek tetsz6leges élét torolve, a kapott
ut G egy leghosszabb utja. Bizonyitsuk be, hogy K a G Hamilton-kore.

Legalabb hany éle van egy olyan hat pontu grafnak, melynek van Hamilton-kore? (v')
Igazoljuk, hogy ha egy 3-regularis G grafban van Hamilton-kor, akkor G élei hdrom szinnel
szinezhetdk gy, hogy azonos szind éleknek ne legyen kozos végpontjuk.

Legyen G egy 2n cstcsu egyszerd graf és tegyiik fel, hogy G minden cstucsanak legalabb n
szomszédja van. Bizonyitsuk be, hogy ha G minden élének ki szeretnénk valasztani legalabb
egy végpontjat, akkor G-nek legalabb n csicsat kell kivalasztanunk. (ZH ’99)
Egy tarsasdgban barmely két embernek legalabb két kozos ismerdse van. Igaz tovabba, hogy
barmely két ember vagy ismeri egymést, vagy a tarsasag barmely harmadik tagjat legalabb
az egyikiik ismeri. Bizonyitsuk be, hogy a tarsasag tagjai leiiltethetSk egy (megfelel6 méret)

kerek asztal koré ugy, hogy mindenki két ismerdse kozott tiljon. (v') (ZH ’00)
Igazoljuk, hogy ha egy egyszerd G grafnak 20 csiicsa van és barmely fokszama legalabb 12,
akkor G-nek van két olyan Hamilton kore, melyeknek nincs k6zos éle. (pZH ’14)

222 politikus mindegyike legalabb 133 masikat ismer, akik koziil legfeljebb 22-t utal. Az
ismeretség és az utalat is kolcsonos. Bizonyitsuk be, hogy a 222 politikus gy tudja él6
lanccal koriilvenni a Tiiskecsarnokot, hogy a szomszédos lancszemek ismerjék, de ne utaljak

egymast. (ZH ’15)
Legyen G 10 cstcst, egyszerd graf. Bizonyitsuk be, hogy G-nek nincs Hamilton-kore, ha a
csucsok fokszamai pedig rendre 3,3,3,4,4,4,4,9,9,9. (pZH ’16)

Mutassuk meg, hogy G-nek van Hamilton-kore, ha a csticsok fokszamai 3,3,4,5,5,5,5,5,5, 6.
A G egyszerii grafnak 2n + 1 csiicsa van és minden cstucsanak legalabb n a foka. Bizonyitsuk
be, hogy G-ben van Hamilton-ut! (!) (ZH '01)



