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4. gyakorlat. Osszedllitotta: Fleiner Tamas (fleiner@cs.bme.hu)

Tudnival6k

Ford-algoritmus Input: G = (V, E) (ir) graf, ¢ : E — R konzervativ hosszfv, r € V' gyokérpont.
Output: disty(r,v) minden v € V-re. Miikédés: Legyen E = {ey,eq,...,¢e,}. Kezdetben legyen
f(r)=0¢ésv # resetén f(v) = oco. Azi-dik fazisi = 1,2,...,n—1 esetén abbdl all, hogy elvégezziik
az ey, eq, . .., ey, élek menti javitasokat. A végén az output disty(r,v) = f(v) minden v-re.

Allitas: (1) A Ford-algoritmus i-dik fazisa utan dist,(r,v) = f(v) minden olyan v-re, ahova van
legfeljebb ¢ &l legrévidebb 1t v-bél. (2) A Ford-algoritmus 1épésszama legfeljebb konst - n3.

(3) Ahogy Dijkstra esetén, itt is legrovidebb utak fajat alkotjak a végsd f(v) értékeket beéllito élek.

Floyd-algoritmus Input: G' = (V, E) (ir) graf, { : E — R konz. Output: dist,(u,v) Yu,v € V.
Miikodés: Legyen V = {vi,vy,...,v,} és d¥(i,5) a legrévidebb olyan v;v; 1t hossza, aminek
belsé pontjai csak vy, v, ... v; lehetnek. Kezdetben d(i,5) = €(v;,v;), ha vv; € E, kiilénben
d(v;,v;) = 0o. A k-dik fazisban

d®)(i, j) = min{d" =V, 5),d* (i, k) + d*V(k, 5)} (1)
alapjan a d® fiiggvényt hatarozzuk meg. Az n-dik fazis utan dist,(v;,v;) = d™ (i, j) az output.

Allitas: Az (1) fennall, tehat a Floyd-algoritmus helyes. Lépésszama pedig legfeljebb konst - n?.

Def: Meélységi bejards (avagy DFS) alatt olyan grafbejarast értiink, amikor mindig a lehetd
legkésébb elért csticsbol keriil elérésre a soron kovetkezének elért cstucs. Az elérési illetve befejezési
sorrendbdl adodik minden v cstacshoz egy m(v) mélységi ill. b(v) befejezési szdam.

Megfigyelés: (1) A mélységi bejaras lépésszama lineéris, azaz van olyan ¢ konstans, hogy tet-
sz6leges n cstcst, m éld graf mélységi bejarasahoz legfeljebb c(n 4+ m) 1épés sziikséges.

(2) Ha wv faél vagy eloreél, akkor m(u) < m(v) és b(u) > b(v), ha uv visszaél, akkor m(u) > m(v)
és b(u) < b(v), ha pedig uv keresztél, akkor m(u) > m(v) és b(u) > b(v).

(3) Kovetkezmény: iranyitatlan graf DFS bejarasa utan nincs keresztél.

(4) Ha G-ben van visszaél, akkor G tartalmaz iranyitott kort.

(5) Ha G-ben nincs iranyitott kor, akkor nincs visszaél, igy tetszéleges uv € E esetén b(u) > b(v).

Def: A G = (V, E) iranyitott graf aciklikus avagy DAG (directed acyclic graph), ha G-ben nincs
iranyitott kor. A vy, v, ..., v, topologikus sorrend, ha V = {v,vs,...,v,} ésvu; € E =i < j, azaz
ha G minden éle ,,jobbra” mutat.

Kov.: (1) Ha G DAG, akkor a DFS uténi befejezési sorend megforditasa topologikus sorrend.
(2) Tetszbleges G = (V, ) iranyitott grafra az alabbi harom tulajdonsag ekvivalens:

(a) G DAG, (b) G csucsainak van topologikus sorrendje, (¢) G DFS bejarasa utan nincs visszaél.

A PERT probléma: Input: a G = (V, E) DAG és egy ¢: E — R, hosszfiiggvény.

Output: Minden v € V csticsra egy v-be vezetd leghosszabb iranyitott Gt és annak a hossza.

(Az orai mese szerint a cstcsok ,projekttevékenységek”, a c(uv) ,elhossz” pedig azt mutatja, hogy
u megkezdése utan legalabb mennyi idének kell eltelnie ahhoz, hogy v elkezd&dhessen. Ezért ha
a v tevékenység legkorabbi kezdési idejét k(v) jeloli, akkor k(v) > k(u) 4+ c(uv) teljesiil minden
uv € F élre. Kovetkezésképp k(v) minden v cstics esetén megegyezik a v-ben végz8ds leghosszabb 1t
hosszaval. (A projektmenedzsment szakirodalom mashogyan tekint a feladatra: a cstucsok a projekt
mérfoldkovei, az élek az egyes projekttevékenységek, c(e) pedig az e tevékenység végrehajtasi ideje.
Ebben a terminologidban k(v) az a legkorabbi idépont, amikor a v mérfoldks elérhetd.))

A PERT moédszer: Meghatarozzuk G egy vy, vs, ..., v, topologikus sorrendjét (pl DFS-sel).
A k(v;) = max ({k(v)) + c(vjv;) s vju; € EYU{0}) formulaval sora kiszamitjuk a k(v1), k(v2), ...
kezdési idSket ill. megjeloljik mindazon v;v; éleket, amelyek mentén a maximum eléretik.

Def: A PERT kritikus utja a G egy leghosszabb utja, kritikus tevékenység pedig olyan cstucs,
ami kritikus tton van.

Megfigyelés: (1) Kritikus ut forrasbol nyelébe vezet, és (2) tobb kritikus ut is lehetséges.

(3) A kritikus utak minden élét megjeloltiik a PERT modszer soran.
(4) Egy tevékenység pontosan akkor kritikus, ha annak megkezdésében a legkisebb mértéki cstszas
is a teljes projekt befejezésének késését okozza.
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Bizonyitsuk be, hogy a Ford-algoritmus minden graf és minden konzervativ élhosszfiiggvény
esetén futtathato gy, hogy a masodik fazisban a d felsé becslés mar ne valtozzon. Bizonyitsuk
be azt is, hogy ha minden legrévidebb rv-titnak legalabb k éle van, akkor GG éleinek van olyan
sorrendje, hogy ezzel a sorrenddel a Ford-algoritmusnak legalabb k fazisra van sziiksége a végsd
d fels6 becslés megtalalasahoz. (*)

A bal oldali abran lathato a G graf egy mélységi faja. Honnan indulhatott a bejaras, ha tudjuk,
hogy b és c ill. a és e szomszédosak G-ben? (v') (ZH ’14)
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A kozépsd abran lathatéo a G iranyitatlan grafnak egy i gyokérd DFS faja (azaz egy i-bdl
inditott mélységi bejarasa utan kapott feszitéfa). Tudjuk, hogy dg(e) = 7. Hatarozzuk meg a
G graf e-bdl indulo éleit.

Tegyiik fel, hogy a jobb oldali 4bran lathaté F' fa a G grafnak egyszerre h-gyokerd BFS faja
és d-gyokertd DFS faja. Legfeljebb hany éle lehet G-nek?

Rajzoljunk egy iranyitott grafot, végezziik el a mélységi bejarasat. Ha a mélységi fa minden
élét meg kell hagyni, akkor legalabb hany élét kell torolni G-nek, hogy DAG-ot kapjunk? Mik
a torlendd élek? Mi a helyzet akkor, ha nem a mélységi fabol indulunk ki?

Igaz-e, hogy minden aciklikus, iranyitott G graf csticsainak pontosan egy topologikus sorrendje

van? (pZH ’14)
Igaz-e, hogy ha egy n csicsu, aciklikus, iranyitott G grafban van egy n — 1 éld iranyitott tut,
akkor GG csticsainak pontosan egy topologikus sorrendje van? (ppZH ’14)

Legyen G DAG, és tegyiik fel, hogy az u és v csiicsok kozott egyik iranyban sincs iranyitott at
G-ben. Mutassuk meg, hogy G-nek van olyat topologikus sorrendje, amelyben u megel6zi v-t,
és olyan is, amelyben v el6zi meg u-t. (!)

Hatarozzuk meg az elsé két abran lathato PERT problémaban a legrovidebb végrehajtasi idst
és a kritikus tevékenységeket. (v')
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A jobb oldali 4bran lathato G graf egyes éleire irt szamok azt jelentik, hogy hany kincset tudunk
Osszegytjteni az adott élen. Hatarozzuk meg, mennyi az 6sszesen 6sszegyijthets kincsek széma,
ha a graf tetszéleges pontjabol indulhatunk, de csak irdnyitott élek mentén haladhatunk. (!)
Adjunk példat olyan PERT feladatra, ahol minden tevékenység kritikus, még sincs minden
tevékenység egy kritikus aton. (v'!)

Adjunk olyan eljarast, amely tetsz6leges PERT probléma esetén minden tevékenységhez meg-
hatarozza azt a legkésébbi id6pontot, amikor az adott tevékenységet elkezdve a teljes PERT
feladat legrovidebb id6 alatti végrehajtasa még éppen nem keriil veszélybe.(!)

Adott a PERT problémat leir6 G DAG és a G egy e = uv éle. Tudjuk, hogy = Osszeg
kifizetésével a c(e) érték z-szel csokken. (A tobbi ¢ érték adott, azokra nincs réhatasunk.)
Adjunk olyan eljarast, amelynek segitségével meghatarozhatd az a legkisebb x érték, aminek
kifizetésével a PERT feladat a lehetd legrovidebb id6 alatt végrehajthatova valik.(*)

Adott G = (V,E) DAG, ¢ : E — R, nemnegativ élhosszok és u,v € V esetén hogyan
lehet a Ford ill. Floyd algoritmusoknal gyorsabb dinamikus programozason alapulé médszerrel
meghatéarozni egy leghosszabb uv-utat G-ben?(*)

Hogyan lehet a Floyd-algoritmust kiterjeszteni ugy, hogy GG barmely két csicsa kozott legrovi-
debb utat is konnyen talaljunk az output segitségével?




