A szamitastudomany alapjai 2022. 1. télév

3. gyakorlat Osszeallitotta: Fleiner Tamas (fleiner@cs.bme.hu)

Tudnivalék

Def: A G = (V, E) iranyitott graf egy bejdrdsdn a V-beli csticsok aldbbiak szerinti végiglato-
gatasat értjiik. Minden v csiics allapota kezdetben eléretlen, majd id6vel v elértté valik, a bejaras
végére pedig befejezett lesz. A bejaras egy altaldnos lépése az alabbi.

Ha van elért cstcs, valasztunk egyet, mondjuk u-t. (1a) Ha van olyan wv él, amire v eléretlen,
akkor v elértté valik (az uv él mentén). (1b) Ha nincs ilyen uw ¢él, akkor u befejezetté valik.

Nincs elért csucs. (2a) Ha van eléretlen u csucs, akkor u-t elértté tesszik.

(2b) Ha nincs eléretlen csics se (azaz minden csics befejezett), akkor a bejaras véget ér.

A bejarés soran kialakul a cstcsok egy elérési ill. egy befejezési sorrendje, tovabba minden cstcs-
hoz feljegyezziik azt is, hogy melyik él mentén értiik el (ha van ilyen él). Ez utobbi élek (az tn.
faélek) alkotjak a bejdrds fdjat (ami egyrészt iranyitott, masrészt pedig erds). A G graf tovabbi
uv éle eldreél, ha u a bejaras fajdban a v Gse, visszaél, ha u a v leszarmazottja, egyébként pedig
keresztél. (Iranyitatlan graf bejarasakor minden élt oda-vissza iranyitott élnek tekintiink.)

Kov.: Iranyitatlan graf bejarasa utan az eléreélek megegyeznek a visszaélekkel.

Def: A szélességi bejaras (BFS) inputja a G = (V, E) graf és egy r gyokércstucs. A szélességi
bejaras soran az r cstcsot mar a legelején elértnek tekintjiik, valamint az esetben mindig a lehetd
legkorabban elért u csticsot valasztjuk. A szélességi fa (avagy BFS fa) a szélességi bejaras faja.

Megfigyelés: (1) Szélességi bejaras soran az elérési sorrend megegyezik a befejezési sorrenddel.

(2) Grafél nem ugorhat at faélt: vy, v, ..., v, BFS elérési sorrend és i < j < k < £ mellett nem lehet
v;vp grafél ha v;vy, faél. Kov.: Szélességi bejaras utan nincs eldreél.

Def: Tetsz. G graf az u és v csticsainak dist®(u,v) tdvolsdga a legrévidebb G-beli uv-it élszama.

Megfigyelés: A BFS bejaras faja az r csticsbol minden més csticsba a G graf egy legrévidebb
(legkevesebb élbdl allo) utjat tartalmazza, azaz tetszéleges v cstucs G-beli tavolsaga r-t6l megegyezik
az 1 gyokerd F szélességi fan mért tavolsdggal: dist®(r,v) = dist? F(r,v).

Def: Adott G = (V, E) (ir) graf és egy  : E — R ¢lhosszfv. Egy G-beli (ir) ut hossza az tut
éleinek 6sszhossza, dist,(u,v) pedig az (ir) wv-utak koziil a legrovidebb hosszat jeloli. Az ¢ hosszfv
konzervativ, ha nincs G-ben negativ 6sszhosszisagu (ir) kor.

Def: Adott G = (V, E) (ir) graf, r € V és egy £ : E — R élhosszfv. Az f:V — R fiiggvényt
(r,0)-felsd becslésnek nevezzik, ha f(r) = 0 és f(v) > disty(r,v) teljesiil G minden v cstcsara. Az
e = uv €l menti javitds esetén az f(v) értéket a min{f(v), f(u) + €(uv)} értékkel helyettesitjiik.

Megfigyelés: (1) Ha ¢ konzervativ, akkor tetsz. (r,£)-f.b. élmenti javitasa (r, £)-f.b.-t ad.

(2) Ha az f (r, ¢)-fels6 becsléshez nincs éredemi élmenti javitas, akkor f(v) = dist,(r,v) Vv € V.

Dijkstra algoritmusa Input: G = (V, E) (ir) graf, ¢ : E — R, nemneg hosszfv, r € V' gyokér.
Output: dist,(r,v) minden v € V-re. Miikédés: Kezdetben Uy := 0, f(r) =0 és f(v) = oo hav # r.
Az algoritmus i-dik fazisdban (i = 1,2,...,|V]) a kovetkezd torténik.

1. Legyen u; az a v csics a V' \ U;_; halmazbol, amelyre f(v) minimélis és legyen U; := U; 1 U {u;}.
2. Végezziink élmenti javitasokat minden U;-bél kivezets u;z élen.
Az output a |V|-dik fazis utani f fiiggvény. Szokéas megjelolni a végss f(v) értékeket beallito éleket.

Megfigyelés: Ha az output az f (r,{)-felsé becslés, akkor (1) f(u;) < f(uiz1) V1 <i<n-re
(2) flur) < f(ug) < ... < f(uy,), valamint (3) Elmenti javitas nem véltoztat f-n.

Ko6v.: (1) A Dijkstra-algoritmus helyesen miikodik, azaz dist,(r,v) = f(v) Vv € V teljesiil.

(2) Az algoritmus soran megjeldlt élek egy legrovidebb utak fajat alkotjak G-ben: az r gyokérbsl
minden r-bdl elérhetd csiicshoz vezet olyan legrovidebb 1t is, ami csak megjelolt éleket tartalmaz.
(3) A Dijkstra-algoritmus lépésszama legfeljebb konst - (n? + m), ahol n = |V| és m = |E)|.
Gyakorlatok

1. Torpfalvan kitort a jarvany: csuf korsag fert6zott meg néhany torpot. Szerencsére a betegség-
bél minden torp egy nap alatt meggyodgyul, és ezutan egy napig immunissa valik, am sajnos
ezt kovetGen tjra fert6z6dhet. Kellemetlen, hogy a torpok még betegen sem adjék fel azt a
megrogzott szokasukat, hogy minden egyes nap minden baratjukat meglatogatjak. Marpedig
ha beteg és nem immunis torp talalkozik, az utébbi bizonyosan megfert6zédik. Mutassuk meg,
hogy ha Torpfalvan 100 torp él, akkor a jarvanynak a kitorését kovets 101-dik napon mar
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. Adjunk hatékony algoritmust, aminek a bemenete egy n cstcsu osszefiig-

bizonyosan vége van. Legfeljebb hany napig tarthat a jarvany akkor, ha a térpok idékézben
dijabb ismeretséget is kothetnek?

Rajzoljunk egy Osszefiiged G irdnyitatlan grafot, valasszuk ki egy v cstcsat gyckérnek majd
hatarozzuk meg, hogy legfeljebb hany keresztél keltkezhet a G graf egy v gyokérbdl inditott
BF'S bejarasa utan. (ZH ’17 alapjan) (v')
Gyakoroljuk a BF'S algoritmust iranyitott grafon olyan r gyokércsicsbol indulva, ahonnan nem
érhetd el G minden csicsa iranyitott tton. (v')

co_ d
. A fels6 abran lathato valamely G graf egy szélességi faja. Honnan indul- @ b
hatott a bejaras, ha tudjuk, hogy b és ¢ szomszédosak G-ben? §pZH’14) 3 ! g 7
. Az als6 abran lathato az egyszert, irdnyitatlan G graf i gyokérbdl inditott 1 Bl
szélességi bejarasa utéan kapott F feszitéfa. Tudjuk, hogy az e cstcs G- &1 J

beli fokszama 7. Hatarozzuk meg a G graf e-bdl indulo éleit. (pZH’15) a b ¢ d

g6 irdnyitatlan graf, a kimenet pedig egy olyan grafcstcs, amibdl minden
maés csucs lefeljebb n/2 éld aton elérhetd.
Tegyiik fel, hogy a G iranyitatlan graf tetszéleges szélességi kereséssel

kapott feszitéfaja csillag. Mit lehet mondani G-r617

. Rajzoljunk grafot, és keressiik meg egy cstcsbdl kiindulva a BES fajat. Megfelel élhosszok

megadaséaval gyakoroljuk Dijkstra algoritmusat. Batran hasznaljuk a tuloldali grafokat. (v')

. Legyen G = (V, E) (iranyitott) graf, ¢ : F — R, nemnegativ élhosszfiiggvény és legyenek

u,v,w a G csucsai. Igazak-e az alabbi allitasok? (1) Ha P a G egy legrévidebb wv utja és w
csticsa P-nek, akkor a P ut u-tol w-ig tarto ill. w-t6l v-ig tartd részei a G egy legrévidebb uw-
ill. wv-utjat alkotjak. (2) Ha P és Py a G egy legrovidebb ww- ill. wo-utja, akkor a P; és P,
egymaés utan fiizése a G egy legrovidebb uv-utja lesz. (V') Es ha ¢ konzervativ?
Hogyan lehet a BF'S algoritmust felhasznalni adott r gyokér esetén az dsszes dist;(r, v) tavolsag
meghatrarozasara, ha az minden [(e) élhossz egész szam?

Tervezziink csavaranyakbol és cukorspargabol gravitacios elven miikodé mechanikus szamito-
gépet, ami alkalmas az inputként megadott, nemnegativ élhosszokkal rendelkezé iranyitatlan
graf tetszoleges gyokérpontjabol a tobbi cstcs tavolsaganak a meghatarozéaséara. (!)

Legyen V(G) = {vs,v4,...,v10}, és v;v; € E(G), ha i és j nem relativ primek, azaz van 1-nél
nagyobb kozos osztojuk. Legyen a v;v; él hossza min(i, j) — 1. Hatérozzunk meg a vs csticsbol
minden mas cstcsba egy-egy legrovidebb utat, ha van. (pZH '14) (V')

A bal oldali abran lathato graf éleire irt szamok az adott él hosszat jelentik. Oran tanult
modszer felhasznalasaval hatarozzunk meg minden e-t6l kiillonb6z6 v cstcsra egy legrovidebb
(ZH ’16) (V')
Legyen adott a G = (V, E) graf élein egy ¢ : E — R hosszfiiggvény. Igaz-e, hogy ha P a G egy
legrovidebb uv-utja az £ hosszfliggvényre, akkor P egyuttal legrovidebb 1t az ¢ hosszfiiggvényre
(ppZE’14)

ev utat.

is, ahol '(e) = {(e)? teljesiil G minden e élére?
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Adott egy G = (V, E) graf, egy ¢ : E — R hosszfiiggvény, valamint egy r gyokérpont. Egyet-
len Dijkstra-algoritmus lefuttatasa segitségével talaljuk meg G mindazon e éleit, amelyekre
igaz az, hogy onmagaban attol, hogy e hosszat eggyel csokkentjiik egyetlen cstucs r-t6l mért
tavolsaga sem csokken.

Adott egy G = (V, E) graf, egy ¢ : E — R, élhosszfiiggvény valamint egy e = uv € E él.
Javasoljunk gyors eljarast annak a maximalis A értéknek a meghatarozasara, amennyivel G két
cstcsédnak a tavolsaga megnovekszik akkor, ha toroljitk az e élt G-bél.



