A szamitastudomany alapjai 2022. 1. télév
11. gyakorlat. Osszeallitotta: Fleiner Tamas (fleiner@cs.bme.hu)

Tudnivalok

Def: Azonos méretii matrixok Osszeadasa és matrix skalarral szorzésa a vektorokhoz hasonléan
koordinatanként torténik.

Allitas: Ha A, B,C € R™* és A\, k € Rakkor (1) A+B = B+ A, (2) (A+B)+C = A+(B+0C),
(3) MA+ B) =M+ 2B, (4) A+ r)A =X A+ kA, (5) MrA) = (A\k)A, (6) (A+B)" = AT + BT,

s (M AN-AT=0NA)T.

Def: Azu = (uy,...,u,) ésv=(v1,...,v,) vektorok skaldris szorzata u-v = u1vi+. ..+ Uvy.

Allitas: Vu,v,w, VA: (D) u-v=v-u, 2 u-(v+w)=u-v+u-wil (3) (M) -v=Au-v).

Def: Az A € R™* ¢s B € R* matrixok szorzata az az n x £ méretii métrix, aminek (i, 5)
pozicibjaban az A i-dik soranak és B j-dik oszlopanak skalaris szorzata all Vi, j esetén.

Matrixszorzas tulajdonsagai: (1) A\- AB = (AMA)B = A(\- B), (2) A(B+C) = AB+ AC ill.
(A+ B)C = AC + BC, (3) A(BC) = (AB)C, (4) AB # BA altalaban, ill. (5) (AB)" = BTAT.

Determinansok szorzastétele: A, B € R™*" = |AB| = |A||B].

Def: I, = (ey,...,¢,) az n X n méretd egységmdtriz, ahol e, ..., e, az R"™ tér standard bazisa.
Allitas: Tth A € R™* ¢, v € R", ¢;,u € R* . Ekkor (1) ¢ A az A i-dik sora,
(2) Ae; az A j-dik oszlopa, (3) I,A= A= Al
(4) v" A az A sorainak lin.komb-ja ill. (5) Au az A oszlopainak lin.komb-ja.

Ko6v.: (1) Ha AB értelmes, akkor AB i-dik sora a B sorainak lin.komb-ja, A i-dik sora szerinti
egyiitthatokkal. Az AB j-dik oszlopa pedig az A oszlopainak a B j-dik oszlopaban szerepls egyiitt-
hatokkal vett lin.komb-ja.

(2) C pontosan akkor all el6 AB alakban rogzitett B-re, ha C' minden sora B sorainak lin.komb-ja.
(3) C pontosan akkor all el6 AB alakban rogzitett A-ra, ha C' minden oszlopa A oszlopai lin.komb-ja.
(4) Ha A" az A matrixbol ESA-okkal all els, akkor A’ = BA alkalmas B-re.

Def: Tth U <RFésV <R" Az f:U — V linedris leképezés, ha homogén és additiv, azaz ha
Vu,v € R ésVA € Resetén (1) f(\) = Mf(v) il (2) flu+v) = f(u) + f(v) teljesiil.

Megfigyelés: Ha A € R™* akkor v — Av egy R — R lin.lekép.

Allitas: (1) Minden f lin.lekép-hez van olyan [f] matrix, amire f(v) = [f]v minden értelmes
v-re. (2) Ha f:R¥ — R” lin. lekép, akkor [f] = (f(e,),. .., f(ey)).

Lemma: Tth U <RF,V <R"és f: U — V. Ekkor f linlekép <= f zéart a lin.komb-ra, azaz
f<25=1 Ai;) = Zf:l Aif (w;) Vi ;.

Lemma: Tth U < R¥ V <R" b,,...,b, az U bézisa és v,,...v,, € V. Ekkor egyértelmiien
létezik olyan f : U — V lin.lekép, amire f(b;) = v; Vi.

Magyarul: a baziselemeken felvett értékek egyértelmtien meghatarozzak a lin.lekép-t.

Gyakorlatok

1
veletek, és ha igen a vélasz, szamitsuk is ki a végeredményt. 2A + 3B, AB, BA, AB + 2B,
BBT.

1. Legyen A = ( 2 zl)’ ) ill. B = < } f ‘;’ > Dontsiik el, hogy elvégezhetsk-e az alabbi mii-

2. Tfh az A € R?*3 matrix minden eleme nemnegativ. Tudjuk, hogy az AAT bal felss eleme 0, a
jobb als6 pedig 14, valamint az AT A matrix bal fels6 eleme 9, a jobb als6 pedig 4. Hatarozzuk
meg az A matrixot.

3. Dontstik el, igazak-e az alabbi Osszefliggések minden n x n méretd A, B méatrix esetén. Az
igaz allitasokat bizonyitsuk be, a hamisakra adjunk ellenpéldat. AB+ B = (A+ 1,,)B, (A+
B)(A—B)=A>-B? (A+1,)?=A*+2A+1,.

4. Legyen A az az 10 x 10 méretd matrix, aminek a f6atlojaban és az alatt csupa 0-k allnak, a
f6atlo felett pedig minden elem 1-es. Hatérozzuk meg az A'%° matrixot!

5. Tth az A € R™* matrix i-dik és j-dik soranak felcserélése nyoméan az A’ matrixot kapjuk.
Igaz-e, hogy A’ elGallithatd A-bol egyetlen méatrixszorzas segitségével? Ha igen, akkor ehhez



10.

11.

12.

13.

miféle métrixszal kell A-t megszorozni? Valaszoljuk meg ugyanezeket a kérdéseket akkor is, ha
A’ az A egy soranak konstanssal torténd végigszorzasaval, vagy elhagyasaval ill. A egy soranak
A egy masik sordhoz torténd hozzaadasaval kaphaté. Mi a valasz ugyanezekre a kérdésekre,
ha a sorok helyett az oszlopokra végezziik el a fenti valtoztatéasokat?

Legyen f : U — V linlekép az U és V alterek kozott. Mutassuk meg, hogy a 0 € V' vektor
biztosan el6all f(u) = 0 alakban alkalmas u € U vektor képeként. Bizonyitsuk be azt is, hogy
a 0-ba képzdds vektorok az U altér egy alterét alkotjék: {u € U : f(u) = 0} < U. Ennek
az altérnek a neve az f leképezés magtere, jelolése Ker(f). Igazoljuk, hogy az f leképezés
képeként slsallo vektorok V' egy alterét alkotjak: {f(u) : uw € U} < V. Ez az altér az f
képtere, jele Im(f).

Legyen G = (V, E) iranyitott graf, V = {v1,...,v,}. A G graf segitségével az alabbi fq :
R" — R" leképezést definidljuk. Tetszéleges z = (z1,...,2,)" oszlopvektor esetén az fg(z)
kép i-dik koordinataja legyen > {x; : v;u; € E}, vagyis az x vektornak a v; beszomszédaihoz
tartozo koordinatai osszege. Igazoljuk, hogy fq lin.lekép, és fogalmazzuk meg, hogyan lehet
megkapni fg matrixat a GG ismeretében. Tudunk-e élstulyozott grafokbdl is linearis leképezést
konstrualni?

Milyen graf tartozik (1) az identikus leképezéshez (amikoris minden vektorhoz énmagét ren-
deljiik), (2) 2 dimenzioban az x tengelyre tiikrozéshez ill. az origo koriili 90 fokos elforgatéshoz,
(3) 3 dimenzidban az xy-sikra tiikrozéshez, ill az x = y sikra tiikrozéshez? Milyen leképezések
tartoznak n dimenzidoban az iiresgrafhoz, az iranyitott korhoz, ill. az oda-vissza iranyitott
élekkel rendelkezé teljes grathoz?

Bizonyitsuk be, hogy ha az f : U — V lineéaris leképezés csak a 0 € U vektort képezia 0 € V
vektorba, akkor f injektiv, azaz x # y esetén f(x) # f(y).

Hat4rozzuk meg annak az f : R® — R? linearis leképezésnek a méatrixat, amire f(v)-t tet-
sz6leges v € R? esetén tigy kapjuk, hogy v-t az y tengely koriili 90 fokkal elforgatjuk, majd
tiikrozzik az x = y sikra, végiil mer6legesn vetitjiik az xz sikra.

Tegyiik fel, hogy az f : R? — R? linearis leképezésre f(2,1)" = (1,1,2)7 ill. f(3,2)T =
(0,2,1)T. Hatarozzuk meg a leképezés [f] matrixat!

Tegyiik fel, hogy az f : R? — R? linedris leképezésre f(1,2)" = (0,1)T ill. f(3,4)" = (4,2)".
Hatarozzuk meg az f(4,2)" vektort!

Bizonyitsuk be, hogy van olyan A € R?*? matrix, amire A*? = ( 7(1) _(1) > Irjunk fel egy

ilyen matrixot.

Feleltessiik meg az (ag, a1, .. .,a,) € R" vektornak a p(z) = a,z" + a,_ 12" ' + ... + ayz +
ao legfeljebb n-edfoki polinomot. Lineéris leképezést definial-e az R"*!-beli vektorokon a
legfeljebb n-edfokd polinomok derivalasa? Ha igen, akkor hatarozzuk meg a leképezéshez
tartozé méatrixot.



