A Szamitastudomany alapjai
2. ZH javitékulcs (2021. 12. 03.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeto gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, Aam a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltér6, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az titmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos

részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altaldban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Hatarozzuk meg az abran lathaté G graf kromatikus szamat, és allapitsuk meg, hogy egyetlen tovabbi
él behuzdsaval elérheté-e, hogy a kapott G’ graf kromatikus szamara x(G') = x(G) + 1 teljesiiljon.
(Az élekre irt szamoktdl és az élek irdnyitasatdl tekintsiink el.)

Az a, b és d csicsok egy K részgrafot feszitenek, ezért x(G) > w(G) > 3. (3 pont)
A G gréf kiszinezhet6 3 szinnel, hiszen az a, ¢, t csicsokat 1-es, az s és b cstcsot 2-es, mig a d cstcsot
3-as szinnel szinezziik, akkor jé szinezét kapunk. (2 pont)
Ezért a G graf kromatikus szama x(G) = 3. (1 pont)
Ha azonban behuzzuk az ac élt, (1 pont)
akkor a,b, ¢, d egy K, részgrafot feszit, igy x(G') > w(G') > 4. (1 pont)
Az igy kapott G’ ki is szinezhet$ 4 szinnel, és ehhez elég, ha a G fenti szinezésében a ¢ cstcsot 4-es
szintire atszinezziik. (1 pont)
Ezért a feladat masodik kérdésére igenl6 a valasz: elérhet6 egyetlen él behiizasaval, hogy a kromatikus
szam 1-gyel néjon. (1 pont)

Természetesen nem csak az ac él behtizasaval lehet indokolni a igenl6é valaszt, hasonléan igazolhaté
ugyanez pl. a ct él segitségével is.

2. Keressiink az dbran lathato hal6zatban maximalis nagysagu st- ~
folyamot. Valtozik-e a maximalis folyamnagysag akkor, ha a cb
él kapacitdsat v/2-vel megnoveljiik?

A javité utas algoritmussal meghatdroztuk az abran lathat6 42 nagysagu st-folyamot. Ehhez az st(6),
sabt(11), scdt(9), sadbt(7) ill. sadchbt(9) javitdasokat végeztiik, a zaréjelben az adott javitds sordn
kiildott folyammennyiség all. (5 pont)
A kapott folyamhoz tartozé segédgrafban s-bél az X = {s, a,d} csticsok érheték el javito titon, és ez
az X halmaz egy 42 kapacitasu st-vagast indukal. Ezért a megtalalt 42 nagysagui folyam csakugyan

maximalis. (3 pont)
A ¢b él kapacitdasanak novelése hatdsara a c(X) kapacitds nem névekszik, 42 marad. Ezért a maximalis
folyamnagysag sem nchet ettdl, igy a feladat masodik kérdésére nemleges a valasz. (2 pont)

A folyam maximalitdsanak igazoldsahoz nem sziikséges a folyamalgoritmusra hivatkozni: ha valaki
(barhogy) taldl egy 42 nagységu folyamot, és egy 42 kapacitasu végést, és erre megfeleléen hivatkozik,
akkor azért jar a pont. (Vagy éppenséggel akkor is, ha vildgosan kijelenti (és bizonyitja), hogy a 42
nagysagu folyamhoz tartozo segédgrafban mar nincs st-ut.) Ha azonban csak egy 42 nagysagu folyamra
mutat r4 a megold6 (amirél nem viladgos, hogyan keletkezett), és bizonyitékot nem ad a maximalitasra,
akkor ez csak minimalisan visz kozelebb a megoldashoz.




3.

Tegyiik fel, hogy a 100 csicsi G = (A+ B, E) paros graf A és B szinosztalyara is teljesiil a Hall-feltétel.
Hatarozzuk meg a lefogd ponthalmaz minimélis méretét, 7(G)-t.

A Hall tétel szerint ha egy G paros graf A szinosztalyara teljesiil a Hall-feltétel, akkor G-nek van az

A szinosztalyt fedd parositésa. (2 pont)
Ezek szerint a feladatbeli G grafnak olyan pérositdsa is van, ami az A szinosztalyt fedi, és olyan is,
ami a B szinosztélyt. (2 pont)

Ha most az A szinosztalyt fedé parositds nem fedné a B szinosztalyt, akkor |A| < |B] teljesiilne, de
ekkor nem létezhetne G-ben olyan parositas, ami a B szinosztalyt fedi. Ezért az A szinosztalyt fedo

parositas fedi a B szinosztalyt is, azaz G egy teljes parositasarol van szo. (2 pont)
A G grafnak van tehat teljes parositasa, ezért, mivel 100 csticsa van, a fiiggetlen élei maximaélis szama
v(G) = @ = 190 — 50. (2 pont)
Kénig tanult tétele miatt pedig 7(G) = v(G) = 50 a feladat kérdésére a vilasz. (2 pont)

Sikbarajzolhaté-e az dbran lathaté G graf? (Az élekre irt szamoktdl és az élek iranyitasatdl tekintsiink
el.)

Kuratowski tanult tétele szerint G pontosan akkor sikbarajzolhatd, ha nem tartlamazza részgraftként
sem a K5 sem pedig a K33 graf soros bovitését. Ha tehdt mutatunk egy ilyen tiltott részgrafot, akkor
abbdl azonnal adédik, hogy G nem sikbarajzolhato. (3 pont)
Ha a G gratbdl toroljiik a bd élt, akkor az igy kapott részgraf épp a K3 lesz: az s,b,d cstcsok
alkotjak az egyik, az a,c,t csucsok pedig a masik szinosztalyt. E tiltott részgraf miatt pedig G nem
sikbarajzolhato. (7 pont)

Hény olyan x egész szam van, amire egyarant teljesiil, hogy 42z = 24 (100) és hogy 42 < x < 42427

Mivel (42,100) = 2 | 24, ezért az éran tanult tétel szerint a 42x = 24 (100) linedris kongruencia
megoldhato, és a megoldasok pontosan 2 db modulo 100-as maradékosztalyt alkotnak. (6 pont)
A [42,4242) intervallum pontosan 4200 egész szdmot tartalmaz, és minden modulo 100 maradékosz-
talybol pontosan 42 szam esik bele. (3 pont)
Ezért a két megoldas-maradékosztaly mindegyike 42 keresett x-et tartalmaz. A feladat kérdésére a
valasz tehat az, hogy 42 4 42 = 84 ilyen egész szam van. (1 pont)

Természetesen az is teljes értékli megoldds, ha valaki helyesen megoldja a kongruenciat (7 pontért) és
a konkrét x = 22 (50) megoldasbdl hatarozza meg a megadott intervallumba es6 megoldasok szamat
(3 pontért).

Bizonyitsuk be, hogy barhogyan is szinezziik ki a Kyo teljes graf éleit 7 szinnel, biztosan taldlhato
benne a K3 3-nak vagy a Ks-nek olyan soros bovitése, amelynek minden éle ugyanolyan szint kapott.

A Ky graf élszama (422) = 241 — 21 - 41. (1 pont)
Mivel az éleket 7-féle szinnel szinezziik, lesz olyan szin, amivel az élek legalabb hetedrészét fogjuk
megszinezni, azaz legalabb (21 -41)/7 = 3 - 41 = 123 él ugyanolyan szint fog kapni. (2 pont)
Az 6ran azt tanitottak, hogy egy n-csicsu, egyszeri, sikbarajzohaté grafnak n > 3 esetén legfeljebb
3n — 6 éle lehet. (2 pont)
Ez n = 42 esetén 3 - 42 — 6 = 120-as felsé korlatot ad az élszamra. (1 pont)

Tekintettel arra, hogy bizonyosan lesz 123 egyszint él, és egy sikbarajzolhatd, 42-csticsi grafnak
legfeljebb 120 éle lehet, ezért a 7 szin valamelyikére szinezett élek nem sikbarajzolhatd, csupa egyszinii
élt tartalmazo részgrafot alkotnak. (1 pont)
Kuratowski tanult tétele szerint pedig e részgraf bizonyosan tartalmazza részgrafként a K5 vagy a
K33 5 soros bovitését. Ezzel pedig igazoltuk a feladat allitdsat. (3 pont)



