A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékulces (2021. 11. 05.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeto gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, Aam a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltér6, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az titmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos

részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altaldban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. 456 piréz 6vodas piros lampa, zold lampa jatékkal donti el, hogy ki vehet részt az 50 évente rendezett
kandszati vilagkiallitas bejaratandl felallitott éridsmozaik elkészitésében, ami a csodatévé artanyt
abrazolja, csillogé mangalicapikkelyekbol kirakva. Az nyer, aki a jaték ideje alatt nem esik ki és
athalad a célvonalon. Tudjuk, hogy 42 nyertes lett, a nyertesek kiilonb6z6 idépontokban haladtak at
a célvonalon, és a 456-os szamu jatékos nyert, a 42-es szamu viszont kiesett. Ezen feltételek mellett a
nyertesek hanyféle sorrendben léphették at a célvonalat?

A 456-0s dvodas melletti 41 nyertes versenyzo nem lehet a sem a 42-es, sem a 456-0s szamu, de a tobbi
454 évodas barmelyike lehet. (2 pont)
Ennek megfelelden a nyertesek halmaza (44514) -féle lehet. ( )
A 42 nyertes versenyz& beérkezési sorrendeje a 42!-féle lehetséges sorrend barmelyike lehet, (3 pont)
ezért a feladat kérdésére a vélasz (t514) - 421, ( )
ami felirhaté 42 - 414 - 415 - ... - 454 alakban is. ( )
A feladat megfogalmazasa sajnos nem volt egyértelmii. Jogos értelmezés az is, hogy a 42 nyertes
rogzitett (és persze rajuk teljesiilnek a megadott feltételek), és a kérdés az, hogy hanyféleképp lehet
Oket sorba rendezni. Erre persze a valasz a 42!, és ha ezt a hallgaté helyesen indokolja, akkor jar érte
a teljes pontszam.

2. Tegytik fel, hogy a 15-cstcst, egyszerti G graf élei ugy vannak piros, fehér és z6ld szinre szinezve, hogy
a piros élek egy feszitofat, a fehérek pedig Hamilton-kort alkotnak. Mennyi a zold élek szama, ha a G
komplementernek épp 34 éle van?

A piros élek a 15-csucsu graf feszitofajat alkotjak, ezért a piros élek szama 14. ( )
A fehér élek Hamilton-kort hatdroznak meg, ezért 15 él kapott fehér szint. ( )
A 15-csticstt teljes grafnak (1)) = 105 éle van. (2 pont)
Ebbdl 34 €l a komplementerhez tartozik, és nem kapott szint. ( )
Ezek szerint a zold élek szama 105 — 14 — 15 — 34 = 42-nek adddik. ( )

3. Van-e olyan b-bdl inditott DFS bejarasa az abran lathaté G grafnak, ami utan az eb, ed és ef élek
mindegyike faél lesz? (Az élekre irt szamoktdl tekintsiink el.)

Igen, van ilyen mélységi bejaras. Példaul gy kaphatunk ilyet, hogy az egyes csticsok elérése és befe-
jezése az alabbi sorrendben torténik (a befejezést zardjellel jelezziik):

b.e, f,i;(i),¢,(c), (f),d,a, g, h, (h),(9), (a),(d), (), (b). (10 pont)
Megadhatjuk a bejarast a feszitéfa segitségével is, de ekkor is meg kell mondani, hogy a fa egyes
csucsait (illetve agait) milyen sorrendben éri el a DFS bejaras. Ez utébbi hidnyédért (egyébként helyes
fa esetén) 4 pontot vonunk le.

Ha valaki rossz vélaszt ad, de az érvelésébdl kideriil, hogy vilagosan latja, hogy dolgozik a DF'S, akkor
3 pontot kap.




4. Van-e az abran lathaté G grafnak olyan feszit6faja, ami az f csiucs-
bol minden més csucsba tartalmazza a G egy legrévidebb ttjat?
Ha igen, adjunk meg egy ilyen feszitofat.

(Az élekre irt szamok most az élek hosszait jelentik.)

Az oran azt tanitottak, hogy nemnegativ élhosszok esetén tetszo-
leges gyokérhez van legrovidebb utak faja, és ilyet a gyokérbdl
inditott Dijkstra algoritmussal lehet talalni. Az els6 kérdésre tehat

igenl6 a vélasz. (2 pont)
Ezért az f csucsbdl futtatjuk a Dijkstra algoritmust a megadott él- | o | bl c|d]|e flglhli
hosszokkal, és a keresett legrévidebb utak fajat azok az élek alkotjak, |~o|ogloolooloo @ 00 looloo
amik az egyes csicsok végsé (f, €)-felsé becsléseit bedllitjdk. (2 pont) | o lso@lsol 410 | oo |oo| 2
Az abra a kapott legrovidebb utak fajat mutatja az egyes csticsok f sol 312 ol 410! o0 oo
gyokértdl mért tdvolsdgaival, a tdbldzat pedig az (f, £)-fels6 becslések o 9100l 310 | oo lool 2
alakuldsat ill. a KESZ halmaz béviilését mutatja. (6 pont) 0132 l0 0l oo lool 2
Az is hibatlan érvelés, ha nem részletezett modon megtalalunk egy
feszitéfat (pl. az abran barnédval jelzettet) és arra hivatkozunk, hogy 9131218131000 @ 2
a fan mért (barndval jelzett) tavolsagok egyrészt felsé becslést adnak 9132 310110162
a legrovidebb utak hosszaira, masrészt pedig ezen az (f, £)-felsé becs- @ 312(8]3(010/62
lésen egyetlen élmenti javitas sem tud valtoztatni. 913128130 62
5. Legkevesebb hany élt kell torolni az abran lathaté G grafbdl ahhoz, hogy a kapott G’ gréafnak legyen

Euler-sétaja? (Az élekre irt szamoktdl tekintsiink el.)

Egy grafnak pontosan akkor van Euler-sétdja, ha izolalt pontoktdl eltekintve 6sszefiiggo, (1 pont)
és legfeljebb két paratlan fokszamu csicsa van. Ilyen grafot szeretnénk létrehozni. (2 pont)
G-nek pontosan 6 paratlan foku csicsa van: a, b, c,d, g és f. (1 pont)
Mivel egy él elhagyasa két csucs fokszamat valtoztatja meg, ezért legalabb két élt kell G-bol torolni

ahhoz, hogy he maradjon 2-nél tobb paratlan foku cstcs. (2 pont)
Ha toroljiik az ab és dg éleket G-bol, akkor a kapott graf osszefiiggdé marad és a ptn fokt c és f csticsok
kivételével minden maés cstcs fokszama paros lesz. (2 pont)
Ezért két él torlésével elérhetd az Euler-séta megléte. (1 pont)
A feladatban feltett kérdésre tehdt pontosan 2 a vélasz. (1 pont)

Az abran lathato G graf kilenc vérost és az azokat 6sszekoto utakat mutatja. Ugy szeretnénk ujra-
aszfaltozni néhany utszakaszt, hogy barmely varosbdl barmely masik varosba el lehessen jutni jra-
aszfaltozott utvonalon, de ehhez a lehetd legkevesebb aszfaltra legyen sziikség. Hogyan végezziik el
ezen feltétel mellett a felijitast, ha azt is el szeretnénk érni, hogy az a varosbdl c-be vezet6 felijitott
utvonal a lehet legrovidebb legyen? (Az élekre irt szamok az adott utszakasz hosszat jelentik, az
aszfaltozdshoz sziikséges mennyiség pedig a hosszal ardnyos.)

Az éran azt tanitottak, hogy egy F' feszitéfa pontosan akkor mkffa, ha minden G, grafnak tartalmazza

feszit6 erdejét, ahol G, a legfeljebb c koltségli élek alkotta részgraf. (2 pont)
Mivel G3-ban a és c kiilonb6z6 komponensbe esnek, de a G, graf 6sszefiiggd, ezért a G35 két kompo-
nensét osszekotd 4 koltségli gh élnek mindenképpen a mkffa ac utjan kell lennie. (2 pont)
A h csucsbol csakis a he élen haladhat tovabb ez az 1t, tehdt he is a keresett ac-1t éle. (1 pont)

Konnyen lathatd, hogy sem a és g kozott, sem e és ¢ kdzott nem vezethet az 6ket 6sszekoto 2 hosszusagu
élnél rovidebb ut. Ezért barhogyan is valasztjuk a mkffat, annak ac utjanak legalabb 2+4+3+2 = 11

a hossza. (2 pont)
Konnyen ellenérizheto, hogy a Kruskal-algoritmus futtathaté

ugy, hogy ag, gh, he, ec élei legyenek a kapott mkffanak. Az
abran egy ilyen mkffa lathaté. Ezért ha ennek az éleit tjitjuk fel,
akkor nem csupan a leheto legkevesebb aszfaltot hasznaljuk fel,
de ezen feltétel mellett a feltjitott szakaszokon futd ac-it is a
lehet6 legrévidebb lesz. (3 pont)
Egy legrévidebb ac-ut éleinek Kruskal-lépésekkel torténo feszito-
fava hizlalasa elvi hibas megoldas. A Kruskal ismeretéért 1 pont
jar.




