A Szamitastudomany alapjai
1. pZH javitékulcs (2021. 12. 15.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeto gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, Am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltér6, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az ttmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos

részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altaldban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. 9 piréz 6vodas kkanbu jatékot jatszik, ezért 4 part alkot. Minden parbdl az egyik jatékos gyo6z, a masik
veszit. (Természetesen az egyik évodés par nélkiil marad, nem jatszik.) Hanyféleképp lehet kialakitani
az egymas ellen jatszé parokat, ha tudjuk, hogy a 456-0s jelii 6vodésnak van parja, de az nem a 067-es
jeld, aki szintén a 9 6vodas egyike?

Olyan modszerrel generaljuk a leszamlalando objektumokat, amivel minden egyes beosztast pontosan
egyszer kapunk meg. A 456-0s jatékos parjat 7-féleképp valaszthatjuk, hisz ez barki lehet a 067-esen
kiviil. (2 pont)
A maradék 7 jatékos barmelyike lehet a par nélkiil maradé jatékos, ez is tehat 7 lehetéség. (2 pont)
A maradék 6 jatékos koziil a legkisebb sorszamu parjat 5-féleképp valaszthatjuk, majd a maradék 4
jatékos koziil a legkisebb sorszamu parjara pontosan 3 lehetoség adédik. A maradék 2 jatékosnak ezek

utan part kell alkotnia. (4 pont)
Vildgos, hogy a fenti modszer minden beosztast pontosan egyféleképp general, (1 pont)
és a fenti dontések esetén a lehetOségek szama fiiggetlen az el6z6 dontésektdl. Ezért a valasz a fenti
szdmok szorzata: 7% -5 -3 = (1 pont)
= 735. (0 pont)

2. Tegyiik fel, hogy a K15 teljes graf minden élét gy szineztiik a piros, fehér vagy zold szinek valame-
lyikére, hogy minden csicsra pontosan 5 piros €l illeszkedik, és a fehér élek a Ko egy feszitofajat
alkotjak. A zold élek pedig gy vannak irdanyitva, hogy minden v-tél kiilonboz6 csicsbdl pontosan két
z0ld él vezet ki. Hany zold él 1ép ki a v csticsbol?

A K, éleinek széma (7)) =611 = 66. (1 pont)
A HSL miatt a piros élek szdma 3 - 125 = 30. (2 pont)
A fehér élek feszitofat alkotnak, tehat pontosan 12 — 1 = 11 van beldliik. (2 pont)
Ezért a zold élek szama 66 — 30 — 11 = 25. (2 pont)
Mivel minden zold él pontosan egy csics kifokahoz jarul hozza, ezért a zold kifokok Gsszege a zold
élek szédma, azaz 25 = 11 -2+ d4(v), (2 pont)
ahonnan dz(v) = 3 adddik a v-bdl kilép6 zold élek szamara. (1 pont)

3. Van-e az aldbbi G gréfnak olyan, f gyokérbdl inditott szélességi bejardsa, amelyik sordan ag faél? (Az
élekre irt szamoktdl tekintsiink el.)

Az éran azt tanitottak, hogy a BFS utan kapott szélességi fa tartalmazza G egy legrovidebb tutjat az

f gyokérbdl minden maés csucsba. (2 pont)
Ez azt jelenti, hogy a szélességi fa minden éle két olyan cstcs kozott fut, amiknek a gyokértol mért
tavolsaga pontosan 1-gyel tér el egymastol. (3 pont)
Pl. egy konkrét BF'S lefuttatdasabdl kideriil, hogy dist(f,a) = dist(f,g) = 3. (4 pont)
Ezért ag sosem lehet f-gyokerii BFS-fa éle. (1 pont)

Ha valaki helyesen lefuttat egy BFS-t az f gyokérbdl ezen a gréfon, akkor pusztan ezért 2 pontot
kaphat.

4. Hatérozzuk meg az &bran lathaté G grafban a dist(v,a) tdvolsdgot G minden v # a csicsara.
Lehetséges-e tgy iranyitani G graf éleit, hogy minden v # a csics esetén legyen olyan iranyitott
ut v-bol a-ba, aminek az irdnyitatlan valtozata G egy legrovidebb va-utja?

(Az élekre irt szamok az élek hosszait jelentik.)




Mivel a G-beli élek hosszai nemnegativok, ezért az a csicsbdl futtatva a Dijkstra algoritmust a meg-
adott élhosszokkal, meg tudjuk hatdrozni minden v csticsra a dist(v,a) tdvolsdgot. (1 pont)
Az aldbbi tdblazat mutatja a Dijkstra algoritmus futdsa sordn az (a, £)-
fels8 becslések alakulasat ill. a KESZ halmaz béviilését. Az utolsé sor-
ban szereplé végso becslések a keresett dist(v,a) tavolsdgokat adjak
meg. (6 pont)
Az éran azt tanitottak, hogy ha minden gyokértol kiilonboz6 csicsra
megjeloljiik az adott csicsndl a végso (a, £)-felsé becslést bedllité élt
(az dbrén ezt megtettiik barna szinnel), akkor az a gyokérbél egy leg-
rovidebb utak fajat kapjuk meg: ezen a fan a-t minden mas cstccsal a
G egy legrovidebb 1tja koti 6ssze. Ezért ha a barna éleket a barna élek
alkotta fan a-felé iranyitjuk, akkor a tobbi él irdnyitasatol fiiggetlendil
minden v csucsra lesz a legrovidebb va-utak kozott egy irdnyitott ut
is. Ezért a feladat mésodik kérdésére igenld a valasz. (3 pont)
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Az is hibatlan érvelés, ha nem részletezett médon megtaldlunk egy a
feszit6fat (pl. az dbran barnaval jelzettet) és arra hivatkozunk, hogy
a fan mért (barndval jelzett) tdvolsigok egyrészt fels6 becslést ad-
nak a legrovidebb utak hosszaira, mésrészt pedig ezen az (f, £)-felsé
becslésen egyetlen élmenti javitds sem tud valtoztatni. Ezért az a
csucsig mért tavolsagok pontosan a barna élek fajan mért tavol-
sdgok, masrészt a barna éleket a felé irdanyitva megkapjuk, amit
keresiink.

. Van-e az abran lathaté G grafnak olyan Hamilton-kére, ami nem tartalmazza az ab élt? (Az élekre irt

szamoktdl tekintsiink el.)

Azt a kérdést kell megvélaszolnunk, hogy a G — ab grafnak van-e Hamilton-kore. (2 pont)
A Hamilton-kor 1étezésének sziikséges feltétele, hogy ha a grafbdl k csicsot torliink, akkor a kapott
részgraf komponenseinek a szdma legfeljebb k legyen. (3 pont)
A G — ab grafbdl torolve az e csiucesot, két komponens adodik. (4 pont)
Ezért a Hamilton-kor 1étezésének sziikséges feltétele nem teljesiil, nincs tehat G-nek olyan Hamilton-
kére, ami nem tartalmazza az ab élt. (1 pont)

Legfeljebb mennyivel tud névekedni az abran lathaté graf minimalis koltségt feszitofajanak koltsége
akkor, ha a graf egy tetszolegesen valasztott élének koltségét tetszolegesen megvaltoztatjuk? (Az élekre
irt szdmok az adott él koltségét jelentik.)

Az abran lathaté a G egy Kruskal-algoritmus édltal megtaldlt F'
mkffdja. Ehhez az élekrol novekvo koltség szerint dontottiink: egy
élt pontosan akkor vettiink be F-be, ha nem alkotott kort a korab-
ban bevettekkel. (2 pont)
Ha egy él koltségét csokkentjiik, akkor az 1j koltségekhez tartozo
mkffa koltsége nem névekedhet, egy él koltségének novelésétol pe-
dig a modositott koltségekhez tartozd mkffa koltsége nem csokken-
het. Ezért azt kell megallapitanunk, hogy melyik az az él, aminek
a koltségét végtelenre novelve a modositott koltségekhez tartozéd

mkffa koltsége a lehetd legnagyobb lesz. (2 pont)
Vildgos, hogy ha egy, az abran lathaté mkffdban nem szereplo él koltségét noveljiik, akkor az F

koltsége nem valtozik, tehdt a mkffa koltsége sem novekedhet. (1 pont)
Azt kell csupan ellenorizni, hogy ha az F' egyes éleinek koltségét oo-re mddositjuk, hogyan névekszik
az 1j koltségekhez tartozo mkffa koltsége. (1 pont)
Ha az ad vagy ag élt modositjuk, akkor dg keriil be a mkffaba, a koltség tehat nem véltozik, vagy
1-gyel novekszik. Ha gh vagy he né meg, akkor de keriil a faba, az 6sszkoltség 1-gyel vagy 2-vel no.
Ha ec, ei vagy fi né oo-re, akkor cf keriil a faba, a koltség tehat ismét nem valtozik vagy 1-gyel
novekszik. Végiil, ha be koltsége szall el, akkor eb keriil a faba, azaz 3-mal novekszik a mkffa koltsége.

(3 pont)
Tehat a feladat kérdésére az a valasz, hogy a mkffa koltsége legfeljebb 3-mal tud novekedni egyetlen
élkoltség megvaltozdsatol. (1 pont)




A Szamitastudomany alapjai
2. pZH javitékulcs (2021. 12. 15.)

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Hatéarozzuk meg az abran lathatéo G graf kromatikus szamat, és allapitsuk meg, hogy egyetlen él
torlésével elérheté-e, hogy a kapott G graf kromatikus szaméra x(G') = x(G) — 1 teljesiiljon. (Az
élekre irt szamoktdl és az élek irdnyitdsatol tekintsiink el.)

A G gréf két szinnel kiszinezhet6, azaz paros, a két szinosztély pedig {s, b, d, f} ill. {a, c, e, t}. (4 pont)
Mivel G-nek van éle, ezért 1 szin nem elég a csicsok szinezéséhez, tehat G kromatikus szdma y(G) = 2.

(2 pont)
Ha egyetlen él torlése utdn a kapott G graf kromatikus szdma x(G') = x(G) —1=2—1 =1 lesz, az
azt jelenti, hogy G’ nem tartalmaz élt. (3 pont)

Mivel G-nek egynél tobb éle van, ezért barmely él torlése utdn marad még él, tehat y(G’) > 1 teljesiil.
A feladat kérdésére a vilasz tehat nemleges: barmelyik élt is toroljiik, a kromatikus szdam ettol nem
valtozik. (1pont)

2. Keressiink az abran lathaté halézatban maximalis nagysagu st-folyamot. Véltozik-e a maximalis fo-
lyamnagysag akkor, ha a cd él kapacitasat m-vel csokkentjiik?

A javité utas algoritmussal meghataroztuk az abran lathato
41 nagysdgi st-folyamot. Ehhez az sabt(11), scdt(10), seft(9),
sadt(1), sedcbt(9) ill. sedcft(1) javitasokat végeztiik, a zardjel-
ben az adott javitas soran kiildott folyammennyiség all. (5 pont)
A kapott folyamhoz tartozd segédgrafban s-bél az X =
{s,a,d, e} csiicsok érheték el javité titon, és ez az X halmaz egy S
41 kapacitasu st-vagast indukal. Ezért a megtalalt 41 nagysaga
folyam csakugyan maximalis. (3 pont)
A cd €l kapacitasanak csokkentésétol a talalt f folyam megen-

gedett marad. Ezért a maximalis folyamnagysag sem csokkenhet

ettdl, igy a feladat masodik kérdésére nemleges a valasz. (2 pont)

A folyam maximalitdsanak igazoldsdhoz nem sziikséges a folyamalgoritmusra hivatkozni: ha valaki
(barhogy) taldl egy 41 nagysédgu folyamot, és egy 41 kapacitasu végast, és erre megfeleléen hivatkozik,
akkor azért jar a pont. (Vagy éppenséggel akkor is, ha vildgosan kijelenti (és bizonyitja), hogy a 41
nagysagu folyamhoz tartozo segédgrafban mar nincs st-ut.) Ha azonban csak egy 41 nagysagu folyamra
mutat rd a megold6 (amirél nem viladgos, hogyan keletkezett), és bizonyitékot nem ad a maximalitasra,
akkor ez csak minimalisan visz kozelebb a megolddshoz.

3. Tegyiik fel, hogy a G paros griafban a(G) = 21 = v(G) teljesiil a fiiggetlen pontok ill. a fiiggetlen élek
maximalis szamara. Hany csicsa van G-nek?
G péros graf, ezért nem tartalmaz hurokélt. Gallai 1. tétele miatt a(G) + 7(G) = |V(G)|. (4 pont)
Kénig tétele szerint minden péros grafra, igy G-re is teljesiil, hogy v(G) = 7(G). (4 pont)
ezért G cstcsainak széma |V(G)| = o(G) + 7(G) = a(G) + v(G) = 21 + 21 = 42. (2 pont)

4. Sikbarajzolhaté-e az dbran lathaté G graf? (Az élekre irt szamoktol és az élek iranyitasatol tekintsiink
el.)




Kuratowski tanult tétele szerint G pontosan akkor sikbarajzolhaté, ha
nem tartlamazza részgrafként sem a Kj sem pedig a K33 graf soros
bovitését. Ha tehat mutatunk egy ilyen tiltott részgrafot, akkor abbol

azonnal adddik, hogy G nem sikbarajzolhaté. (3 pont)
Az 4bra egy G egy olyan részgrafjat mutatja, ami K3 3 soros bévitése.
E tiltott részgraf miatt pedig G nem sikbarajzolhato. (7 pont)

5. Hany olyan 1 < m egész szam van, amire teljesiil a 42 = 4242(m) kongruencia?

A kongruencia definiciéja alapjan azokat az m > 1 egészeket keressiik, amire m | 4242 — 42 = 4200

teljestl. (3 pont)
Ezek szerint a 4200-nak az 1-nél nagyobb osztéi szamara vagyunk kivancsiak. (1 pont)
A 4200 kanonikus alakja 4200 = 23-3-52.7, (2 pont)
ezért d(4200) =(3+1)-(1+1)-(24+1)-(14+1)=4-2-3-2=148 (3 pont)
Mivel 1 | 4200 is pozitiv osztd, ezért a keresett m-ek szdma 47. (1 pont)

Tegyiik fel, hogy a G grafnak |V(G)| = 42 csticsa van, és kromatikus szdma x(G) = 24. Bizonyitsuk
be, hogy G-nek van olyan e éle, amire (G — e) = 23.

Tekintsiik G egy 24 szinnel torténd kiszinezését! Ha ebben a szinezésben legfeljebb egy olyan szinosztaly
lenne, amelyik csupan egyetlen cstucsot tartalmaz, akkor G csiicsainak szama legaldbb 2 -23 + 1 = 47
volna. Ezért G-nek legalabb két olyan szinosztélya van, amelyik egyetlen csticsot tartalmaz. (4 pont)
Legyenek u és v két olyan csics, amelyekkel azonos szinre egyetlen egy mésik csucsot sem szineztiink
a fenti szinezésben. Ekkor ha uv nem lenne éle a G grafnak, akkor v-t atszinehetnénk u szinére, és igy
egy G egy 23 szinnel torténé szinezését kapnank, ami lehetetlen, hisz x(G) = 24. Ezek szerint u és v
szomszédosak G-ben, legyen e = uv. (3 pont)
A fenti gondolatmenet mutatja, hogy G — e 23 szinnel kiszinezheto, hisz ha a G 24 szinre torténd
szinezésében a v-t atszinezziik u szinére, akkor G — e egy 23 szinnel torténd szinezét kapjuk. (1 pont)
Masfel6l, ha G — e 22 szinnel kiszinezhet6 lenne, akkor v-t dtszinezve egy 23-dik szinre a G egy 23
szinnel torténd szinezését kapnank. Ez x(G) = 24 miatt lehetetlen. (1 pont)
Ezek szerint (G — e) = 23, ami igazolja a feladat allitasat. (1 pont)



