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Tudnival6k

Def: A hdlozat egy (G, s,t,c) négyes, ahol G = (V, E) egy iranyitott graf, ¢ : E — R, kapa-
citasfiiggvény és s,t € V a G kiilonbozd cstcsai, un. termindljai (s a termeld, t a fogyaszté). A
fenti halozaton f : E — R, egy folyam, ha 0 < f(e) < c¢(e) minden e € E élre (ez a kapacitdsfel-
tétel), és Y cp f(uww) = > g f(vu) tetszéleges v € V' \ {s,t} cstcsra (ez a folyammegmaraddsi
avagy Kirchhoff-feltétel). Az f folyam nagysdga (elavult szohasznélattal az f folyam értéke) az s-bol
kifoly6 netto folyammennyiség: > . p f(su) = > cp f(us).

Def: A fenti halozatban ha X C V olyan halmaz, hogy s € X Z t, akkor a hélozat X altal
indukalt (st-)vdgdsa az X és V \ X kozott futé élek halmaza, melybe beletartoznak a V' '\ X-bdl
X-be futé élek is. Az X éltal indukalt st-vagas kapacitasa c(X) 1=} c v ey x c(uv), azaz az X-bél
V'\ X-be futo élek osszkapacitasa .

Lemma: Ha (G,s,t,c) egy halozat, f egy folyam és s € X C V \ {t} egy st-vagast indukal,
akkor my = )" NYuen\x | (vu) — f(uv), azaz a folyamnagysag megegyezik a vagason atfolyd nettod

folyammennyiséggel. Ko6v.: Ha f megengedett folyam és X st-vagast indukal, akkor m; < ¢(X).

Allitas: Ha a (G, s,t,c) halozatban egy f st-folyam és s € X Z t esetén my = c(X) teljesil,
akkor f maximalis nagysagu st-folyam és X minimalis kapacitdsu st-vagast indukal.

Ford-Fulkerson tétel: Tetszéleges halozatban maxmy = min ¢(X).

Def: Ha (G, s,t,c) egy halozat, f pedig egy folyam, akkor a Gy = (V(G), Ey) az f-hez tartozo
segédgrdf, melyre uv € Ef ha uv € E(G) és f(uv) < c(uv) (eldreél) vagy ha vu € E(G) és f(vu) > 0
(visszaél). Az f folyamhoz egy javitd it a Gy segédgraf egy s-bél t-be vezets iranyitott ttja.

Allitas: Ha egy f folyamhoz tartozo G ¢ segédgrafban pontosan akkor létezik javito ut, ha f
nem maximalis nagysagi. A javité at mentén az el6reéleken e-nal nvelve (maximum a kapacitasig),
a visszaéleken e-nal csokkentve (legfeljebb 0-ig) a folyamot, a folyam nagysaga e-nal novelhetd.

Javité utas algoritmus Kiindulunk a f = 0 folyambol, és addig ndveliink az aktuélis f-hez
tartozo segédgraf javitd dtja mentén, amig ez lehetséges. Ha nincs tovabbi javitéas, akkor a folyam
maximélis. A segédgrafban s-bdl elérheté pontok X halmaza ekkor minimélis st-vagast indukal.

Egészértékiiségi (EgEr) lemma: Ha a c kapacitéasfiiggvény minden élen egész értéket vesz fel,
akkor a maximalis nagysagu folyamok kozt létezik olyan f folyam, ami minden élen egész értéket
vesz fel (azaz ha a ¢ kapacitéas egész, akkor létezik egészfolyam a maximaélis folyamok kozott).

Edmonds-Karp tétel: Ha a javito utas algoritmusban mindig egy lehetd legkevesebb élbél allo
javito ut mentén javitunk, akkor legfeljebb nm javitas kell a maximalis folyam megtalaldsahoz, ahol
n a halozat cstucsainak, m pedig az éleinek szama.

Gyakorlatok

1. Mutassunk a bal oldali &bréan lathato (G, s, t, ¢) halozatban egy minimalis kapacitasa st-vagast.
Talaljunk a kozépss abran lathaté halézatban minimalis kapacitasa st-vagast és bizonyitsuk
be, hogy nincs a megtalaltnal kisebb kapacitasa st-vagas. (v') (ZH ’16, pZH ’14)

2. A sithek Sotét Testvérisége a jobb oldalon lathaté graf s csticsabol késziil csapast mérni a
Jedi Tanacs ¢t tdmaszpontjara oly modon, hogy a sithek a graf élei mentén szeretnének ¢-be
eljutni. (Egy sith sosem halad visszafelé egy élen.) Az élekre irt szamok azt jelzik, hany jedi
6rszemet kell az adott utvonalra telepiteni ahhoz, hogy az ott probalkozo sitheket megallitsak.
Hatarozzuk meg, legalabb hény 6rszem sziikséges a tdmaszpont biztositdsdhoz, azaz ahhoz,
hogy egyetlen sith se tudjon s-bél ¢t-be jutni. (ZH ’15)




10.

Igaz-e, hogy az alabbi abrahoz tartozo (G, s, t, ¢) halozatban a maximaélis folyamnagysag (fo-
lyamérték) pontosan 177 (Az élekre irt szamok a megfelel§ kapacitasokat jelolik.) (v')

Hatarozzuk meg a fenti kozépss halozatban az e f €l p kapacitasanak osszes olyan értékét, amire
a maximaélis st-folyamnagysag pontosan 42. (pZH ’15)
Hatarozzuk meg a maximalis folyamnagysagot a p parméter fiiggvényében.

Baj van: atszakadt a hegytetén a zagytarozo gatja. Szerencsére az iszap nem veszélyes, slaggal
lemoshat6. A fenti jobb oldali abran t jelzi a tarozot, s pedig a szerencsétlen helyen fekvd
varost, amit meg kell védeni. A nyilak arra vezetnek, amerre az adott mélyedésben folyik a
zagy. (Furcsa itt a gravitacio: megtorténhet, hogy végig lejt egy kiindulépontjaba visszatérs
utvonal.) A nyil mellett all6 szamok azt mutatjak, hogy a katasztrofavédelemnek hany percig
tart elzarni az adott nyil mentén leztidulé folyadék utjat. Cél: a lehets leggyorsabban zarjunk
le minden lehetséges s-be vezets utat az arra aramld melléktermék el6l. Mivel csak egy mun-
kagép miikodik, ezért a kivalasztott ttvonalakat csak egymés utan zarhatjuk le. Segitsiink
a katasztrofavédelemnek: hatérozzuk meg, mennyi a sziikséges legrévidebb idg, ami alatt a
munka elvégezhets. Bizonyitsuk be azt is, hogy kevesebb id6 nem elég minderre. (!) (ZH '10)

. Adott a D iranyitott graf valamint élein egy c¢ kapacitasfiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy ha s, t

és w a D olyan csiicsai, hogy létezik D-ben m nagységu st-folyam és m nagysagi tw-folyam
is, akkor D-ben létezik m nagysagu sw-folyam. (!)

Igaz-e, hogy tetszileges halozatban van olyan él, aminek a kapacitasat alkalmas pozitiv e-nal
csokkentve a maximalis folyamnagysag is pontosan e-nal csokken? Igaz-e, hogy tetszéleges
halézatban van olyan él, aminek a kapacitasat alkalmas e-nal ndvelve, a maximélis folyam-
nagysag is e-nal novekszik? Ha a fenti allitdsok valamelyike nem mindig igaz, akkor hogyan
tudjuk egy adott halozat esetén eldonteni, hogy létezik-e a kivant tulajdonsagu él? (v')
Legyen s és t egy kocka két atellenes cstuicsét, és iranyitsuk a kocka éleit s-tél ¢ felé. Hogyan
osszunk adjunk 4 élnek 1, 4 élnek 2 és 4 élnek 3 kapacitast ugy, hogy a kapott halézatban a
maximalis st-folyam nagysaga a lehetd legnagyobb legyen? (*)

. Igazoljuk, hogy ha a (G, s, t, ¢) halozatban a c kapacitasok egészek és f egy megengedett folyam,

akkor van olyan f’ egészfolyam is, amire | f(e)] < f'(e) < [f(e)] teljesiil minden e élre. (*)
Egy (G, s,t,c) halozatban minden él piros, fehér, vagy zold. Ha csak a piros és fehér, vagy
csak a piros és zold, vagy csak a fehér és zold éleket tekintjiik, akkor a kapott halozatokban
a maximalis nagysigu st-folyam nagysidga 10. Bizonyitsuk be, hogy a teljes halozatban a
maximalis nagysagu st-folyam nagysaga legalabb 15. (1*)



