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Tudnivalok

Def: A G egyszerii graf csicsainak egy k-szinezésén az 1,2,... k szineknek a csticsokhoz valo
olyan hozzarendelését értjiik, melyben szomszédos csicsok kiilonb6zs szint kapnak. (Formalisan, egy
olyan f: V — {1,2,... k} fuggvény, amire uv € E = f(u) # f(v).) Egy (k-)szinezésben az azonos
szint kapo csticsok halmazat szinosztdlynak nevezziik. (Szinosztalyon belill G-nek nem futhat éle.)
A G graf kromatikus szama x(G) = k, ha G kiszinezhetd k szinnel, de (k — 1)-gyel nem.

Def: A G graf pdros, ha G 2-szinezhetd, azaz ha x(G) < 2.

Tétel: (A G graf paros) <= (G-ben nincs paratlan kor)

Def: A G graf klikkje a G egy teljes részgrafja. A G legnagyobb klikkjének méretét w(G) jeldli.
(Azaz w(G) = k, ha G-ben van k paronként szomszédos cstcs, de k + 1 mar nincs.)

Def: A G graf cstucsainak U részhalmaza fiiggetlen ponthalmaz ha U nem feszit élt, azaz U-nak
semelyik két csticsa sem szomszédos egymassal. A legnagyobb fiiggetlen ponthalmaz méretét a(G)
jeloli, azaz o(G) = k, ha van G-nek k paronként nem szomszédos pontja, de k + 1 nincs.

Megfigyelés: Ha G egyszert, akkor w(G) = o(G).

Allitas: Ha G véges, egyszert, akkor w(G) < x(G) < A(G) + 1 valamint a(G) - x(G) > |V(G)].

Mohé szinezés: G csucsait egy rogzitett sorrendben kiszinezziik gy, hogy a soron kdvetkezs
csucs az elsd olyan szint kapja, ami nem kiilonbozik a kordbban kiszinezett szomszédai szinétsl.

Def: A G graf csucsainak U részhalmaza lefogo tulajdonsagu, ha U lefogja G minden élét, azaz
G minden élének van U-beli végpontja, més széval G — U {ires graf. A G minimalis méretd lefogd
ponthalmazanak mérete 7(G) = k ha van k mérett lefogdé ponthalmaz G-ben, de k — 1 méret nincs.

Def: A G(V,E) grafban éleinek M részhalmaza figgetlen (mas szoval pdrositds), ha F élei
diszjunktak, azaz G barmely csticsa legfeljebb egy élnek végpontja. (Es M-ben hurokélek sincsenek. )
A G-beli fiiggetlen élek maximalis szamat v(G) := {|M| : M a G parositasa} jeloli, tehat v(G) = k,
ha G-nek van k paronként diszjunkt éle, de k 4+ 1 nincs. A G graf egy teljes pdrositisa alatt a G
olyan F' parositasat értjiik, amely G minden pontjat fedi, azaz V minden pontjabol indul F-nek éle.

A G éleinek F részhalmaza lefogo élhalmaz ha V(F') = V(G), azaz G minden cstcsabol indul
legalabb egy F-beli él. A lefogo élhalmazok koziil a legkisebb mérete p(G), vagyis p(G) = k, ha k él
le tudja fogni G minden pontjat, de £ — 1 nem.

Megfigyelés: Tetszoleges véges G = (V, E) grafra (1) v(G) < 3|V| és (2) v(G) < 7(G), (3)
a(G) < p(G) (ha G-nek nincs izolalt pontja), (4) U C V pontosan akkor fliggetlen, ha V' \ U lefogo
ponthalmaz. Végiil (5) a(G) = w(G), ha G egyszert.

Gallai tételei: Tetsz6leges véges, n pontu G grafra (1) 7(G) + «(G) = n ha G hurokélmentes,
és (2) v(G) + p(G) = n ha G-ben nincs izolalt pont.

Tablazatba stritett tudomany *: kés6bb igazoljuk.
a < p | max ftn | min lef | ps grafra v = 7 (K6nig)*
pont « T A hurokél: o + 7 =n (Gallai 1)
él v p Aiz. pont: v+ p =n (Gallai 2)
v<71<2 ps grafra ( A iz. pont) o = p (K6nig)*
Gyakorlatok ,,

1. Mennyi az abran lathato két graf kromatikus szama? (v')
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2. Allapitsuk meg, hany szin kell a bal oldali dbran lathato G graf i U

ZH '17,18)

a,b,c,d, e, f, g, h sorrendben torténé moho szinezéséhez. Milyen szint
kap ekkor a h cstcs? (V') (ZH "17)
3. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges G graf cstucsait alkalmas sorrendben mohoén szinezve pontosan

X(G) szint hasznalunk fel.

4. A G graf csucsait a sakktabla mez6i, éleit pedig a huszar (bastya, futo, kiraly) lehetséges
lépései alkotjak. Mennyi a G graf x(G) kromatikus szama?

5. Legyen V(G) = {1,2,3,...,100}, és legyen ij € E(G), ha |i — j| < 7. Mennyi az igy megha-
tarozott G graf x(G) kromatikus szama? (v')
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Van-e olyan G graf, amiben nincs K klikk, de G mégsem szinezhetd ki 3 szinnel? (v')
Legyenek K és H a G graf két komponense. Legyen G’ az a graf, amit G-bdl ugy kapunk,
hogy K minden pontjat 6sszekotjiik H minden pontjaval. Bizonyitsuk be, hogy x(G) =
max{x(K), x(H)} ill. x(G') = x(H) + x(K). (<)

[gazoljuk, hogy ha G egyszerii graf, akkor |E(G)| > (X(f)) .

Legfeljebb mennyi lehet egy legfeljebb 100-él egyszerd graf kromatikus szdma?

Legfeljebb hany éle lehet annak az n csticstt G grafnak, amire x(G) < 2?7 Es ha x(G) < 3?
Mik azok a véges, egyszerti G grafok, melyekre x(G) = 3 és x(G — e) < 3 Ve € E? Milyen
n-csucst, egyszert G grafra teljestil, hogy x(G) =3 és x(G —v) <3 Vv e V?

Legyen a H graf cstcshalmaza {1,2,...,74}, és az i, j cstcsok kozott pontosan akkor menjen
él, ha az 0 < |i — j| < 2. Hatarozzuk meg a v(G), 7(G), p(G), a(G) grafparamétereket.
Legyen G egy n pontu egyszeri graf, melynek maximalis klikkmérete w(G) = 2 és kromatikus
szama X (G) = k. Képezziik a G’ grafot ugy, hogy lerajzoljuk a G graf k diszjunkt példanyéat, és
felvesziink még n* tovabbi pontot pontot. Minden ilyen pontnak G minden egyes példanyabol
1 —1 szomszédja lesz, mégpedig gy, hogy ne legyen két ilyen pontnak azonos a szomszédsaga.
Mutassuk meg, hogy w(G’) = 2, valamint, hogy x(G') = x(G) + 1 = k + 1 teljesiil.

Igazoljuk Mycielski tételét, miszerint tetszéleges k > 2 egészre 1étezik olyan G, graf, melyre
X(Gg) =k és w(Gy) = 2.

Tegyiik fel, hogy G minden csticsa ugy van kiszinezve a piros és zold szinek valamelyikére, hogy
G-nek nincs olyan pératlan hosszusagu kore, amelynek csicsai egyszintiek. Igazoljuk, hogy G
kromatikus szaméara x(G) < 4 teljesiil. (*)

Bizonyitsuk be, hogy ha G egyértelmten szinezhetd 3-szinnel (azaz G barmely 3-szinezésébdl
barmely masik 3-szinezése megkaphato a szinek cseréjével), akkor |E(G)| > 2|V(G)| — 3. (%)
Az F élhalmaz a G grafban egyszerre lefogd és fiiggetlen. Mit mondhatunk F-rél? Az U
ponthalmaz a G grafban egyszerre lefogo és fiiggetlen. Mit mondhatunk G-rél és U-r6l? (v')
[gazoljuk, hogy tetszleges véges G grafra 7(G) < 2v(G) teljesiil.(v')

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges n-csicsi, egyszerti G grafra 7(G) — v(G) < § teljesiil.
Bizonyitsuk be, hogy barmely 2-reguléris paros grafban (tehat amiben minden fokszam 2) a
kiilonboz6 teljes parositasok szama mindig 2-nek valamilyen pozitiv egész kitevds hatvanya.(v')
Tth a G 110 pontu graf és lefoghato 73 éllel. Igazoljuk, hogy G-nek van 37 éld parositasa. (v')
Hatarozzuk meg a C,, kor, a K, ill. a K,,,, teljes paross graf o, 7, v ill. p paramétereit. (v')
Tth G egyszertd, |V(G)| = 2000 és 7(G) = 678. Igazoljuk, hogy G-ben nincs teljes parositas!
Legyen G egy olyan egyszert graf, amelynek 1000 csticsa van és minden cstics fokszama legaldbb
6. Igazoljuk, hogy v(G) > 6.

Hatérozzuk meg az abran lathato G grafra az © = v(GQ) - o(G) - (7(G) +
p(@)) kifejezés értékét. (v: ftn élek, a: ftn pontok, 7: lef pontok, p: lef

élek.) (ZH ’19)
Igazoljuk, hogy w(G) < 75, ha G egyszerti, 6sszefiiggd, 100-csticst és van 25 élii parositésa.
Legyen a G graf csticshalmaza {1,2,...,2001}, és az i, j cstucsok kézott pontosan akkor menjen

él, ha (a) az i + j szdm 3-mal osztva 1 maradékot ad ill. (b) ha az ¢ + j és 74 relativ primek.
Hatéarozzuk meg mindkét esetben a v(G), 7(G), p(G), a(G) grafparamétereket. (v')



