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5. gyakorlat. Osszeéllitotta: Fleiner Tamas (fleiner@cs.bme.hu)
Tudnivaldk

Ford-algoritmus Input: G = (V, E) (ir) graf, £ : E — R konzervativ hosszfv, r € V gykérpont.
Output: dist(r,v) minden v € V-re. Miikddés: Legyen E = {ey,eq,...,¢e,}. Kezdetben legyen
f(r)=0¢ésv # resetén f(v) = oco. Azi-dik fazisi = 1,2,...,n—1 esetén abbdl all, hogy elvégezziik
az ey, eq, . .., e, élek menti javitasokat. A végén az output disty(r,v) = f(v) minden v-re.

Allitas: (1) A Ford-algoritmus i-dik fazisa utan dist,(r,v) = f(v) minden olyan v-re, ahova van
legfeljebb 7 &l legrovidebb tt v-bél. (2) A Ford-algoritmus lépésszama legfeljebb konst - n?.

(3) Ahogy Dijkstra esetén, itt is legrovidebb utak fajat alkotjak a végsd f(v) értékeket beéllito élek.

Floyd-algoritmus Input: G = (V, E) (ir) graf, £ : E — R konz. Output: dist,(u,v) Yu,v € V.
Miikodés: Legyen V. = {vi,vs,...,v,} és d¥(i,5) a legrévidebb olyan v;v; 1t hossza, aminek
bels§ pontjai csak vy, vy, ... v, lehetnek. Kezdetben d©(i,j) = ¢(v;,v;), ha vv; € E, kiilonben
d(v;,v;) = 0o. A k-dik fazisban

49, §) = min{d® (i, j), d*D(, k) + &4V (b, )} 1)
alapjan a d® fiiggvényt hatarozzuk meg. Az n-dik fazis utan dist,(v;,v;) = d™ (i, j) az output.

Allitas: Az (1) fennall, tehat a Floyd-algoritmus helyes. Lépésszama pedig legfeljebb konst - n?.

Def: Mélységi bejards (avagy DFS) alatt olyan grafbejarast értiink, amikor mindig a lehetd
legkésbb elért cstcsbol kertil elérésre a soron kovetkezének elért cstics. Az elérési illetve befejezési
sorrendbdl adodik minden v cstucshoz egy m(v) mélységi ill. b(v) befejezési szdam.

A wverem (stack) olyan adatszerkezet, amelyben a tarolt adatokon kétféle miivelet végezhets: push
esetén egy tjabb adatot tesziink az eddig taroltak tetejére, pop pedig a fels§ adatot veszi el a
verembdl. (Ezekbdl megvalosithato a peek miivelet, ami a fels§ elem kiolvasésa, a verem allapotanak
megvaltoztatasa nélkil.) A sor (queue) adatszerkezetben az enqueue (a push megfelelGje) a sor
végére irja az adatot, mig a dequeue (a pop megfelelGje) a sor elejérsl torol, a peek itt kiilon mivelet,
a sor elejét olvassa ki.

A verem egy LIFO (last in first out), mig a sor egy FIFO (first in first out) tipust adatszerkezet.

DFS megvaldsitasa veremmel: A csiicsok elérése a verembe keriilésiikkel, befejezése pedig a

verembdl kikeriilésiikkel torténik. Ures veremmel inditunk. Ha a verem nem iires, akkor (a) ha a
verem tetején levé u csiicsnak van eléretlen v szomszédja, akkor v-t a verembe tessziik, v megkapja
a soron kovetkezd mélységi szamot és uv faél lesz, (b) ha nincs u-nak eléretlen szomszédja, akkor
u kikeriil a verembdl és a soron kovetkezs befejezési szamot kapja. Ures a verem esetén (a) ha
G-nek van eléretlen u cstcsa, akkor u-t betessziik a verembe, és a soron kovetkezd mélységi szamot
kapja, (b) ha pedig nincs eléretlen cstics, az algoritmus véget ér.

Megjegyzés: (1) Verem helyett FIFO sorral dolgozva a szélességi bejarast végeznénk el.
(2) A meélységi bejaras onmagat meghivo rekurziv algoritmusként is felfoghato. A v-bél inditott
Mb(v) bejaras abbol all, hogy mindaddig, amig van v-nek eléretlen u szomszédja Mb(v) meghivja
az Mb(u) eljarast. Ha nincs ilyen szomszéd, akkor Mb(v) véget ér, és az az Mb(v)-t meghivo Mb(w)
bejaras folyatodik. Ha Mb(v)-t nem masik bejaras hivta meg, akkor az algoritmus elindit egy Mb(z)
bejarast egy eléretlen z csiicsra, ha van még eléretlen z, kiilonben véget ér.

Megfigyelés: (1) A mélységi bejaras lépésszama lineéris, azaz van olyan ¢ konstans, hogy tet-
sz6leges n cstcst, m éld graf mélységi bejarasahoz legfeljebb c(n 4+ m) 1épés sziikséges.
(2) Ha uv faél vagy eloreél, akkor m(u) < m(v) és b(u) > b(v), ha uv visszaél, akkor m(u) > m(v)
és b(u) < b(v), ha pedig uv keresztél, akkor m(u) > m(v) és b(u) > b(v).
(3) Kovetkezmény: iranyitatlan graf DFS bejarasa utan nincs keresztél.
(4) Ha G-ben van visszaél, akkor G tartalmaz iranyitott kort.
(5) Ha G-ben nincs iranyitott kor, akkor nincs visszaél, igy tetszéleges uv € E esetén b(u) > b(v).

Def: A G = (V, E) irdnyitott graf aciklikus avagy DAG (directed acyclic graph), ha G-ben nincs
iranyitott kér. A vy, v, ..., v, topologikus sorrend, ha V = {v,vs,...,v,} ésvu; € E =i < j, azaz
ha G minden éle ,,jobbra” mutat.

Kov.: (1) Ha G DAG, akkor a DFS uténi befejezési sorend megforditasa topologikus sorrend.
(2) Tetszdleges G = (V, ) iranyitott grafra az alabbi harom tulajdonsag ekvivalens:
(a) G DAG, (b) G csucsainak van topologikus sorrendje, (¢) G DFS bejarasa utan nincs visszaél.



A PERT probléma: Input: a G = (V, E) DAG és egy ¢: E — R, hosszfiiggvény.
Output: Minden v € V' csiicsra egy v-be vezets leghosszabb iranyitott Gt és annak a hossza.
(Az oOrai mese szerint a cstcsok ,projekttevékenységek”, a c(uv) ,6lhossz” pedig azt mutatja, hogy
u megkezdése utan legalabb mennyi idének kell eltelnie ahhoz, hogy v elkezdédhessen. Ezért ha
a v tevékenység legkorabbi kezdési idejét k(v) jeloli, akkor k(v) > k(u) + c(uv) teljesill minden
uv € F élre. Kovetkezésképp k(v) minden v cstics esetén megegyezik a v-ben végz8ds leghosszabb 1t
hosszéaval. (A projektmenedzsment szakirodalom mashogyan tekint a feladatra: a csicsok a projekt
mérfoldkovei, az élek az egyes projekttevékenységek, c(e) pedig az e tevékenység végrehajtasi ideje.
Ebben a terminolégiaban k(v) az a legkorabbi id6pont, amikor a v mérfoldks elérhetd.))

A PERT modszer: Meghatarozzuk G egy vy, vs, ..., v, topologikus sorrendjét (pl DFS-sel).
A k(v;) = max ({k(vj) + c(vjv;) s vju; € EYU{0}) formulaval sora kiszamitjuk a k(v1), k(v2), ...
kezdési idgket ill. megjeloljik mindazon v;v; éleket, amelyek mentén a maximum eléretik.

Def: A PERT kritikus itja a G egy leghosszabb utja, kritikus tevékenység pedig olyan csucs,
ami kritikus tton van.

Megfigyelés: (1) Kritikus ut forrasbol nyel6be vezet, és (2) tobb kritikus 1t is lehetséges.
(3) A kritikus utak minden élét megjeloltiik a PERT modszer soran.
(4) Egy tevékenység pontosan akkor kritikus, ha annak megkezdésében a legkisebb mértéki cstszas
is a teljes projekt befejezésének késését okozza.

Gyakorlatok

1. Bizonyitsuk be, hogy a Ford-algoritmus minden graf és minden konzervativ élhosszfiiggvény
esetén futtathato gy, hogy a masodik fazisban a d felsé becslés mar ne valtozzon. Bizonyitsuk
be azt is, hogy ha minden legrévidebb rv-titnak legalabb k éle van, akkor G éleinek van olyan
sorrendje, hogy ezzel a sorrenddel a Ford-algoritmusnak legalabb k fazisra van sziiksége a végsd
d fels6 becslés megtalalasahoz. (*)

2. Mutassunk példat olyan G grafra és annak e élére, hogy e keresztél G alkalmas mélységi
bejarasanal. (v)

3. A bal oldali 4bran lathato a G graf egy mélységi faja. Honnan indulhatott a bejaras, ha tudjuk,
hogy b és cill. a és e szomszédosak G-ben? (V') (ZH '14)
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4. A kozéps6 abran lathatéo a G iranyitatlan grafnak egy i gyokérd DFS faja (azaz egy i-bdl
inditott mélységi bejarasa utan kapott feszitéfa). Tudjuk, hogy dg(e) = 7. Hatarozzuk meg a
G graf e-bdl indulo éleit.

5. Tegyiik fel, hogy a jobb oldali abréan lathato F fa a G grafnak egyszerre h-gyokerd BFS faja
és d-gyokerd DFS faja. Legfeljebb hany éle lehet G-nek?

6. Rajzoljunk egy iranyitott gréafot, végezziik el a mélységi bejardsat. Ha a mélységi fa minden
élét meg kell hagyni, akkor legaldbb hany élét kell torolni G-nek, hogy DAG-ot kapjunk? Mik
a torlendd élek? Mi a helyzet akkor, ha nem a mélységi fabol indulunk ki?

7. lgaz-e, hogy minden aciklikus, irdnyitott G' graf csiicsainak pontosan egy topologikus sorrendje

van? (pZH "14)
8. Igaz-e, hogy ha egy n cstcsi, aciklikus, irdnyitott G grafban van egy n — 1 éld iranyitott tut,
akkor GG csticsainak pontosan egy topologikus sorrendje van? (ppZH ’14)

9. Legyen G DAG, és tegyiik fel, hogy az u és v csticsok kozott egyik iranyban sincs iranyitott at
G-ben. Mutassuk meg, hogy G-nek van olyat topologikus sorrendje, amelyben v megel6zi v-t,
és olyan is, amelyben v el6zi meg u-t. (!)

10. Hatarozzuk meg az els6 két abran lathaté PERT problémaban a legrovidebb végrehajtasi id6t
és a kritikus tevékenységeket. (v')



11.

12.

13.

14.

20
7
@
A
3
4
®

A jobb oldali 4bran lathato G graf egyes éleire irt szamok azt jelentik, hogy hany kincset tudunk
Osszegytjteni az adott élen. Hatarozzuk meg, mennyi az 0sszesen 6sszegytijthetd kincsek szama,
ha a graf tetszdleges pontjabol indulhatunk, de csak iranyitott élek mentén haladhatunk. (!)

Adjunk példat olyan PERT feladatra, ahol minden tevékenység kritikus, még sincs minden
tevékenység egy kritikus aton. (v'!)

Adjunk olyan eljarast, amely tetsz6leges PERT probléma esetén minden tevékenységhez meg-
hatarozza azt a legkésébbi idépontot, amikor az adott tevékenységet elkezdve a teljes PERT
feladat legrovidebb id6 alatti végrehajtasa még éppen nem kertil veszélybe.(!)

Adott a PERT probléméat leir6 G DAG és a G egy e = wuv éle. Tudjuk, hogy x Osszeg
kifizetésével a c(e) érték z-szel csokken. (A tobbi ¢ érték adott, azokra nincs rahatasunk.)
Adjunk olyan eljarast, amelynek segitségével meghatarozhatd az a legkisebb x érték, aminek
kifizetésével a PERT feladat a lehetd legrovidebb id§ alatt végrehajthatova valik. (*)



