A szamitdstudomany alapjai

Sikgrafok dualitdsa

2020. december 8.



Bonyolultségelméleti attekintés

>

Algoritmusok hatékonysidgdanak mérésekor azt vizsgaljuk, hogy
az inputméret novekedtével hogyan n6 a maximaélis 1épésszam.

Azokat az algoritmusokat szeretjik, amelyikekre a |épésszam
fellilrdl becsiilhetd az input méretének polinomjaval.

Egy probléma bonyolultsdga attdl fiigg, hogy mennyire gyors
algoritmussal oldhaté meg.

Osztélyoztuk a dontési problémdkat: P-beliek, amikre van
polinomidejii algoritmus. Az NP és co — NP bdvebb
osztalyok: itt az az elvaras, hogy IGEN ill. NEM output esetén
mindig legyen polinomidében ellendrizhetd bizonyiték (tand).
Ha egy I dontési problémat (polinomidében) vissza lehet
vezetni '-re, akkor IN’-t nehezebbnek tekintjiik, mint [1-t.

Az NP osztilyban vannak legnehezebb problémak: az G.n.
NP-teljes feladatok. Ezeket reménytelennek gond,oljuk.
Szamos ilyenre ldttunk példat: SAT, HAM, 3-SZIN, ...

Sejtés: P # NP, s6t: P # NPNco — NP



Egy NP-teljességi bizonyitas

Tétel: HAM< HAMUT.
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Egy NP-teljességi bizonyitas

Tétel: HAM< HAMUT.

Biz: Legyen G a HAM inutja. Cél: olyan G’, aminek pontosan
akkor van H-dtja, ha G-nek van H-kore. Mindezt polinomidében.
Legyen v € V(G), és képezzitk G’-t G-bdl az abra szerint.

Tfh G-ben van H-kér.  Ekkor G’-ben van (x-bdl z-be) H-iit.
Most tfh P a G’ H-Gtja. P végpontjai az x és z levelek.

Ekkor P — x — y — z a G egy olyan H-0tja, aminek a végpontjai
szomszédosak. Tehat van G-ben H-kor. 0
Kov: (1) HAM NP-nehéz (NP-teljes), ezért HAMUT NP-nehéz.
(2) HAMUTe NP, ezért HAMUT NP-teljes.
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G

Def: A G sikbarajzolt graf dudlisa az a G* graf, aminek csticsai a
G tartomanyai, élei pedig G éleinek felelnek meg, és az adott élt
altal elvalasztott tartomanyoknak megfelelé csicsokat koti Ossze.

Csak sikbarajzolt grafnak van dualisa. Sikbarajzolhaté grafnak
a konkrét lerajzolastdl fiiggoen tobbféle dualisa is lehet.
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(6) Hurokél és elvagd él egymas dudlisai. De ennél tobb is igaz.
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akkor dudlisa G egy sikbarajzoldsanak, ha H o6f és megkaphaté
G*-bdl az alabbi operacidk véges sokszori alkalmazasaval.

1. Elvdgéd pont mentén 2. Két csilics mentén
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O
Whitney masik tétele: Tth a G és H of grafok kozott kor-vagas
dualitdst tudunk létesiteni egy, az éleik kozotti alkalmas

kolcsonosen egyértelm(i megfeleltetéssel. Ekkor G és H is
sikbarajzolhatd, és alkalmas sikbarajzoldsaik egymds dudlisai. g



Dualitds a villamossagtanban

Kétpdlust elemekbdl 4116 elektromos halézatok viselkedését a
Kirchhoff-féle csoméponti és huroktorvények, valamint az Ohm
torvények irjak le. Ezekbdl lehet kiszamitani a haldzat grafjanak
élein az dramerOsséget ill. az élvégpontok kozti fesziiltséget.
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A kordbban tanult Kruskal-algoritmus alkalmazasaval (a normal fa
segitségével) azt tudtuk meghatarozni, hogy egyértelmiien
oldhaté-e meg a halézat, ill. meg tudtunk hatdrozni minimilis
szamU Kirchoff-torvénybol adédé feltételt, amelyek mar
egyértelmiien meghatarozzak a megoldast.
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A kétféle Kirchoff-torvény hasonlé formaju: mindkettoben bizonyos
éleken az (I-k vagy AU-k) Osszege 0. Lehetséges vajon egy H
halézathoz olyan, dudlis H* hilézatot konstrudlni, aminek
ugyanannyi éle van, és a H* megolddsa ugyanaz, mint a H-é, csak
az dramerosségekbdl potencialkiilonbségek, a
potencialkiilonbségekbdl pedig dramerbsségek lesznek?

Ehhez az sziikséges, hogy a két haldzat élei kozott olyan kolcs.
egyért. megfeleltetés legyen, amire teljesiil a kor-vagdas dualitds.
Whitney ,,masik” tétele szerint ez pontosan akkor lehetséges, ha a
hadlézathoz tartozd graf sikbarajzolhatd. llyenkor a dualitds gy
valdsithaté meg, hogy az R nagysagu ellendllas dudlisa egy 1/R
nagysagu ellendllds, az x nagysagl dramforrasaé egy x nagysagu
fesziiltségforrds (és viszont), az y nagysagu kapacitdsé pedig egy y
nagysagl induktivitds (és viszont). Ha azonban a hélézathoz
tartozé graf nem sikbarajzolhatd, akkor nincs hozza a fenti
értelemben dudlis haldzat.



Dualitds a villamossagtanban



Dualitds a villamossagtanban

Whitney ,,egyik” tételének is van am villamossagtani
kovetkezménye. Nevezetesen, egy Osszefliggd haldzatbdl a kétféle
operacid segitségével egy masik Osszefliggd halézatot készitiink,
akkor az igy kapott két halézatnak pontosan ugyanaz lesz a
megolddsa. (Whitney tételébdl egyébként az is kovetkezik, hogy ha
két hdlézatnak ugyanaz a megoldasa, akkor az egyik megkaphaté a
masikbdl a kétféle operacié véges sokszori alkalmazasaval.)



Koszonom a figyelmet!



