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Bevezetés: algoritmusok |épésszambecslése

A mai éran azt jarjuk korul, hogy mitdl hatékony egy algoritmus,
és milyen szempontokra érdemes figyelni algoritmusok
tervezésekor. Az algoritmust a tovabbiakban olyan eljarasnak
tekintjik, ami egy Il problémat old meg: az / input altal megadott
konkrét esethez kiszdmit egy megoldast az O output képében. (Az
outputnak mindig helyes megoldasnak kell lennie.)
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Mikor gyors egy algoritmus? Akkor ha kevés |épést végez. Am a
|épésszam fiigg az inputtdl: fa(/) jeldli az A algoritmus |épésszdma
az | inputon. Cél: ,,bonyolult” input esetén is csak ,,kevés”’ |épésre
legyen sziikség. Mi a bonyolult input? Hat az, amit bonyolult leirni.
Def: Az | input |/| mérete az | leirdsdhoz sziikséges bitek szdma.
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Mikor gyors egy algoritmus? Akkor ha kevés |épést végez. Am a
|épésszam fiigg az inputtdl: fa(/) jeldli az A algoritmus |épésszdma
az | inputon. Cél: ,,bonyolult” input esetén is csak ,,kevés”’ |épésre
legyen sziikség. Mi a bonyolult input? Hat az, amit bonyolult leirni.
Def: Az I input |I| mérete az | leirasdhoz sziikséges bitek szdma.
Példa: Osszeadds esetén a, b inputra a ill. b jegyei szdma

|logs(a)] + 1, ill. |logy(b)| + 1, az input mérete tehat

[logy(a)] + Llogy(b)] +2.

Egy n-cstcsd, m-élii G graf szomszédossagi matrixa egy n X n
méretii 0/1 matrix, igy a G input mérete n?. (Van szerencsésebb
megadds is, ahol az inputméret konst - (n + m))
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Mikor gyors egy algoritmus? Akkor ha kevés Iépést végez. Am a
lépésszam fiigg az inputtdl: fa(/) jeldli az A algoritmus |épésszdma
az | inputon. Cél: ,,bonyolult” input esetén is csak , kevés" lépésre
legyen sziikség. Mi a bonyolult input? Hat az, amit bonyolult leirni.
Def: Az | input |I| mérete az | leirdsdhoz sziikséges bitek szdma.
Az A algoritmus bonyolultsdgdt azzal szeretnénk mérni, hogy
mennyire gyorsan n6 a lépésszam az input bonyolultabba valasaval,
azaz az input méretének novekedtével. Jelolje az A algoritmus
maximalis 1épésszamat a legfeljebb n-méretii inputokon

fa(n) = max{fa(/) : |/| < n}. Ezt nehéz pontosan kiszdmitani, de
ez altaldban sziikségtelen. Elég egy (minél jobb) felsd becslés: ha
pl fa(n) < g(n), akkor az A algoritmus a legfeljebb n méretii
inputokon sosem végez g(n)-nél tobb Iépést.

Ebben a modellben az algoritmusnak garantaltan idében kell
végeznie minden széba jové inputon, ezért innentdl Ugy tekintjuk,
hogy az n méretii inputon mindig fa(n) (ill. g(n)) a |épésszam.



Lépésszambecslések nagysagrendje

Az A algoritmus polinomidejii, ha fa(n) < p(n) teljesiil egy
alkalmas p(x) poliomra minden n € N esetén. (Ez ekvivalens azzal,
hogy van olyan ¢ > 0 és k € N, amire f4(n) < c- nk.)
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A" esetén max |/| legfeljebb: | 10 | 16 | 23 30
Taulsag: A Moore-torvény szerint a szamitogépek sebessége kb 18
hénaponta megduplazdédik. Polinomialis algoritmus esetén ez
mérhetéen (konstanszorosra) noveli a megoldhatd input méretét.
Exponenciilis futasidejii esetén csak elhanyagolhaté haszon
(konstans novekedés) szarmazik ebbdl.
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Az A algoritmus polinomidejii, ha fa(n) < p(n) teljesil egy
alkalmas p(x) poliomra minden n € N esetén. (Ez ekvivalens azzal,
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a > 1, amire fa(n) > ¢ - " teljesil minden n € N esetén.

Megj: Nem igaz, hogy minden algoritmus vagy polinomidejl vagy
exponencialis futasidejii. Ha pl. fa(n) = n(") akkor A-ra egyik
tulajdonsdg sem all (ugyanis A egy un. szubexponencilis futasidejii
algoritmus). A szdmunkra a lényeg, hogy (itt és most) a
polinomidejli algoritmusokat szeretjiik, és azokat tekintjuk
hatékonynak. Természetesen a gyakorlatban toreksziink minél jobb
|épésszamra, igy pl. a polinom minél alacsonyabb fokon tartasara,
de az elméleti hatékonysag tekintetében csak az érdekes, hogy
becstilheté-e a 1épésszam polinommal.



Konkrét |épésszambecslések

irasbeli 6sszeadas Egy nill. k jegyli (bindris) szdm Gsszeaddsakor
az inputméret |/| = n+ k. Helyiértékenként legfeljebb 2 Gsszeadast
kell végezni (2-t akkor, ha van maradék), igy fa(n) < 3max(n, k) <
< 3|l|, az algoritmus linedris futasidejii, tehdt polinomialis.
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értékét mod m. Nem trividlis, de van erre polinomideji algoritmus.
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annyi, mint (27)?") jegyeinek szama, azaz n-2" > 2" = \@lll.
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Modulo m hatvanyozas a, b, m input esetén kell megmondani a?
értékét mod m. Nem trividlis, de van erre polinomideji algoritmus.
Euklideszi algoritmus polinomidében végezhetd, nem bizonyitjuk.



Grafalgoritmusok lépésszambecslése

Bejarasok Input egy n csticsii, m élii graf. Az inputméret n?, vagy
konst - (n+ m), a konkrét adatstruktiratdl fiiggden. Mivel m < n?,
ezért fo(n) pontosan akkor becsiilhetd n? egy polinomjaval, ha
konst - (n + m) egy polinomjaval feliilrdl becsiilhetd. Ezért a
polinomidejliség nem fligg attdl, hogy hogyan is adjuk meg az
inputot.
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Van élért csics (u), és abbdl fut eléretlen csticsba él (< m-szer)
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Bejarasok Input egy n csticsii, m élii graf. Az inputméret n?, vagy
konst - (n+ m), a konkrét adatstruktiratdl fiiggéen. Mivel m < n?,
ezért fo(n) pontosan akkor becsiilhetd n? egy polinomjaval, ha
konst - (n + m) egy polinomjaval feliilrdl becsiilhetd. Ezért a
polinomidejliség nem fligg attdl, hogy hogyan is adjuk meg az
inputot.

Az algoritmus minden mozzanata egy-egy esethez kothetd.

Van élért csics (u), és abbdl fut eléretlen csticsba él (< m-szer)
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Gréfalgoritmusok |épésszambecslése

Bejarasok Input egy n csticsii, m élii graf. Az inputméret n?, vagy
konst - (n+ m), a konkrét adatstruktiratdl fiiggéen. Mivel m < n?,
ezért fo(n) pontosan akkor becsiilhetd n? egy polinomjaval, ha
konst - (n + m) egy polinomjaval feliilrdl becsiilhetd. Ezért a
polinomidejliség nem fligg attdl, hogy hogyan is adjuk meg az
inputot.

Az algoritmus minden mozzanata egy-egy esethez kothetd.

Van élért csics (u), és abbdl fut eléretlen csticsba él (< m-szer)
Van élért cstcs (u), de nem fut belSle él eléretlenbe (< n-szer)
Nincs élért cstics, de van eléretlen (< n-szer)
Nincs se élért cslcs, se eléretlen (< 1-szer)
Az algoritmus megvaldsitdsakor a fenti mozzanatok mindegyike
valéjaban egynél tobb (de szerencsére konstans sok) Iépést jelent,
ezért a lépésszam legfeljebb konst - (n + m), ami a bemenet
méretének elséfokd polinomjaval becsilhetd, azaz a bejarasi
algoritmusok linedrisak, igy polinomidejliek.
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Grafalgoritmusok lépésszambecslése

Kruskal Input egy n csicsi, m élii graf és egy k koltségfv. Az
inputméret G miatt konst(n + m), a koltségfliggvény tdroldsa
annyiszor m bit, ahany jegyliek az egyes élkoltségek. Tegyiik fel,
hogy az élkoltségek kevés bites egész szamok, igy az inputméret
tovabbra is konst - (n + m)-nek tekinthetd.



Grafalgoritmusok lépésszambecslése

Kruskal Input egy n csicsi, m élii graf és egy k koltségfv. Az
inputméret G miatt konst(n + m), a koltségfliggvény tdroldsa
annyiszor m bit, ahany jegyliek az egyes élkoltségek. Tegyiik fel,
hogy az élkoltségek kevés bites egész szamok, igy az inputméret
tovabbra is konst - (n + m)-nek tekinthetd.

Az algoritmus el6szor az éleket novekvo koltség szerint rendezi. Ez
elvégezhetd konst - mlog m 1épésben (de a buborékrendezés is
végez konst - m? |épésben).

Ezutan az élekrél egyesével dontiink. Alkalmas (pl unié-holvan
tipusi) adatstruktdraval minden ilyen dontés elvégezhetd

konst’ - log n 1épésben, de naiv megkozelitéssel sem kell konst” - n
|épésnél tobb. Ezért a Kruskal algoritmus Iépésszama legfeljebb
konst - m? + konst" - mn < c - |1|?, alkalmas ¢ konstansra. Ezért a
Kruskal algoritmus kvadratikus, vagyis polinomideji.
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Grafalgoritmusok lépésszambecslése

Dijkstra Input egy n cstcst, m élii G = (V, E) graf, r e V
gyokércslics és egy £ : E — R hosszfv. Az élhosszokat legfeljebb
konstans jegyli szamoknak tekintve az inputméret ismét

konst - (n + m).



Grafalgoritmusok lépésszambecslése

Dijkstra Input egy n cstcst, m élii G = (V, E) graf, r e V
gyokércslics és egy £ : E — R hosszfv. Az élhosszokat legfeljebb
konstans jegyli szamoknak tekintve az inputméret ismét

konst - (n + m).

Az algoritmus élmenti javitasokat (legfeljebb m-szer) ill. a KESZ
halmaz novelését végzi (n-szer). Egyetlen elmenti javitds
megoldhaté konstans sok 1épésbdl, a KESZ halmaz noveléséhez kell
még egy minimumképzés is, aholis legfeljebb n elembdl valasztunk
minimumot. Ez legfeljebb n 0sszehasonlitassal megtehets. Ezért a
Kruskal algoritmus 1épésszama legfeljebb

konst - m + konst' - n?> < c - |1]? alkalmas c konstanssal. Teh4t a
Dijkstra algoritmus is kvadratikus, vagyis polinomidej.



Gréfalgoritmusok |épésszambecslése

Dijkstra Input egy n cstcst, m élii G = (V, E) graf, r e V
gyokércslics és egy £ : E — R hosszfv. Az élhosszokat legfeljebb
konstans jegyli szamoknak tekintve az inputméret ismét

konst - (n + m).

Az algoritmus élmenti javitasokat (legfeljebb m-szer) ill. a KESZ
halmaz novelését végzi (n-szer). Egyetlen elmenti javitds
megoldhaté konstans sok 1épésbdl, a KESZ halmaz noveléséhez kell
még egy minimumképzés is, aholis legfeljebb n elembdl valasztunk
minimumot. Ez legfeljebb n 0sszehasonlitassal megtehets. Ezért a
Kruskal algoritmus 1épésszama legfeljebb

konst - m + konst' - n?> < c - |1]? alkalmas c konstanssal. Teh4t a
Dijkstra algoritmus is kvadratikus, vagyis polinomidej.

Es polinomidejii még a tobbi tanult grafalgoritmus is: Ford, Floyd,
PERT, Ford-Fulkerson (Edmonds-Karp kiegészitéssel), alterndlé
utas, de ezt még annyira sem ,,bizonyitjuk”, mint az el6bbieket.



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Megj: A dontési problémak valamilyen értelmeben a legegyszeriibb
problémak, ezért a tovdbbiakban ezeket vizsgaljuk. Az eddig
vizsgalt problémak ugyan nem ilyenek, de sokuk visszavezetheto
dontési problémara.



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Megj: A dontési problémak valamilyen értelmeben a legegyszeriibb
problémak, ezért a tovdbbiakban ezeket vizsgaljuk. Az eddig
vizsgalt problémak ugyan nem ilyenek, de sokuk visszavezetheto
dontési problémara.
Példaul, ha egy inputként megadott G grafban maximalis méretii
parositast kell keresni, akkor a rokon dontési probléma az, hogy
G', k input esetén a G’ grafnak van-e az k méretii parositdsa. Ezt
a kérdést a G grafra kiilonbozo k értékekkel feltéve
kibarkochbazhaté a maximélis méretii parositds v(G) mérete. Ezek
utan G-bél egymas utan elhagyva az éleket ugyanilyen dontési
problémak megolddsdval megtudhatjuk, hogy az adott él elhagydsa
utdn is van-e ugyanekkora méretli parositds. Ha minden olyan élt
elhagyunk, amire nem csokken a maximdlis parositds mérete, akkor
G-bél végiil egy maximalis méretii parositds marad.



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Megj: A dontési problémak valamilyen értelmeben a legegyszeriibb
problémak, ezért a tovdbbiakban ezeket vizsgaljuk. Az eddig
vizsgalt problémak ugyan nem ilyenek, de sokuk visszavezetheto
dontési problémara.



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Megj: A dontési problémak valamilyen értelmeben a legegyszeriibb
problémak, ezért a tovdbbiakban ezeket vizsgaljuk. Az eddig
vizsgalt problémak ugyan nem ilyenek, de sokuk visszavezetheto
dontési problémara.
Feladat: Hatarozzuk meg a Hamilton-kor keresés problémahoz
tartoz6 dontési problémat, és talaljunk az inputként megadott
grafban Hamilton-kort néhany alkalmasan valasztott dontési
probléma megoldasaval.



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.
Példak:
» Az OF probléma inputja egy G graf, outputja IGEN, ha G
osszefiiggd, NEM, ha nem az.



Dontési problémak

Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /

inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.

Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak

alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.

Példak:

» Az OF probléma inputja egy G graf, outputja IGEN, ha G

osszefiiggd, NEM, ha nem az.
A BFS polinomidejii algoritmus, és segitségével
megvélaszolhaté a kérdés = OFe P.



Dontési problémak

Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /

inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.

Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak

alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.

Példak:

» Az EULER probléma inputja egy G graf, outputja IGEN, ha

G-nek van Euler-kérsétaja, NEM, ha nincs.



Dontési problémak

Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /

inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.

Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak

alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.

Példak:

» Az EULER probléma inputja egy G graf, outputja IGEN, ha

G-nek van Euler-kérsétaja, NEM, ha nincs.
Az izolalt pontoktdl eltekintve Osszefliggbség egy BFS-sel
megallapithatd, a fokok parossaga szintén polinomidoben
ellenérizhet6 = EULERe P.



Dontési problémak

Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /

inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.

Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak

alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.

Példak:

» A MAXFOLYAM probléma inputja egy (G, s, t, c) halézat és

egy k érték, outputja IGEN, ha G-ben van k nagysagi
st-folyam, NEM, ha nincs.



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.
Példak:

» A MAXFOLYAM probléma inputja egy (G, s, t, c) halézat és
egy k érték, outputja IGEN, ha G-ben van k nagysagi
st-folyam, NEM, ha nincs.

Az Edmonds-Karp médszer szerint végzett jav utas algoritmus
polinomidejii, ezért MAXFOLYAMe P.



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.
Példak:

» A MAXFOLYAM probléma inputja egy (G, s, t, c) halézat és
egy k érték, outputja IGEN, ha G-ben van k nagysagi
st-folyam, NEM, ha nincs.

Az Edmonds-Karp médszer szerint végzett jav utas algoritmus
polinomidejii, ezért MAXFOLYAMe P.

» Tovabbi P-beli problémak: létezik-e legfeljebb k sdlyu
feszit6fa G-ben, van-e k méretii parositas G-ben, PERT
feladat elvégezhet6-e k idGegység alatt, G sikbarajzolhaté-e,



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.
A kovetkezo cél olyan médszer kidolgozdsa, aminek a segitségével
megtudhatjuk, ha egy problémara nincs polinomidejii algoritmus
(helyesebben reménytelen ilyet keresni).



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.
Def: Az NP problémaosztdly mindazon [1 dontési problémakbdl
all, amelyekre az IGEN viélaszhoz tartozé minden [ input esetén a
vélasz helyessége polinomiddben bizonyithaté.
A co — NP problémaosztaly ugyanez, a NEM valasz esetén.



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.
Def: Az NP problémaosztdly mindazon [1 dontési problémakbdl
all, amelyekre az IGEN viélaszhoz tartozé minden [ input esetén a
vélasz helyessége polinomiddben bizonyithaté.
A co — NP problémaosztaly ugyanez, a NEM valasz esetén.
Példa: HAM input: G graf, output IGEN, ha G-nek van H-kore.



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.
Def: Az NP problémaosztdly mindazon [1 dontési problémakbdl
all, amelyekre az IGEN viélaszhoz tartozé minden [ input esetén a
vélasz helyessége polinomiddben bizonyithaté.
A co — NP problémaosztaly ugyanez, a NEM valasz esetén.
Példa: HAM input: G graf, output IGEN, ha G-nek van H-kore.
HAMe NP: a H-kor polinomiddben ellendrizhet6 tanid az IGENre.



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.
Def: Az NP problémaosztdly mindazon [1 dontési problémakbdl
all, amelyekre az IGEN viélaszhoz tartozé minden [ input esetén a
vélasz helyessége polinomiddben bizonyithaté.
A co — NP problémaosztaly ugyanez, a NEM valasz esetén.
Példa: HAM input: G graf, output IGEN, ha G-nek van H-kore.
HAMe NP: a H-kor polinomiddben ellendrizhet6 tanid az IGENre.
3-SZIN input: G graf, output IGEN, ha x(G) < 3.



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.
Def: Az NP problémaosztdly mindazon [1 dontési problémakbdl
all, amelyekre az IGEN viélaszhoz tartozé minden [ input esetén a
vélasz helyessége polinomiddben bizonyithaté.
A co — NP problémaosztaly ugyanez, a NEM valasz esetén.
Példa: HAM input: G graf, output IGEN, ha G-nek van H-kore.
HAMe NP: a H-kor polinomiddben ellendrizhet6 tanid az IGENre.
3-SZIN input: G graf, output IGEN, ha x(G) < 3.
3-SZINe NP: 3-szinezés pol.idében ellenérizhetd tand az IGENTe.



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.
Def: Az NP problémaosztdly mindazon [1 dontési problémakbdl
all, amelyekre az IGEN viélaszhoz tartozé minden [ input esetén a
vélasz helyessége polinomiddben bizonyithaté.
A co — NP problémaosztaly ugyanez, a NEM valasz esetén.



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.
Def: Az NP problémaosztdly mindazon [1 dontési problémakbdl
all, amelyekre az IGEN viélaszhoz tartozé minden [ input esetén a
vélasz helyessége polinomiddben bizonyithaté.
A co — NP problémaosztaly ugyanez, a NEM valasz esetén.
Tétel: P C NPnNco— NP.



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.
Def: Az NP problémaosztdly mindazon [1 dontési problémakbdl
all, amelyekre az IGEN viélaszhoz tartozé minden [ input esetén a
vélasz helyessége polinomiddben bizonyithaté.
A co — NP problémaosztaly ugyanez, a NEM valasz esetén.
Tétel: P C NPnNco— NP.
Biz: A pol.idejii algoritmus futdsa tand az IGEN/NEM-re.



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.
Def: Az NP problémaosztdly mindazon [1 dontési problémakbdl
all, amelyekre az IGEN viélaszhoz tartozé minden [ input esetén a
vélasz helyessége polinomiddben bizonyithaté.
A co — NP problémaosztaly ugyanez, a NEM valasz esetén.
Tétel: P C NPnNco— NP.



Dontési problémak

Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.
Def: Az NP problémaosztdly mindazon [1 dontési problémakbdl
all, amelyekre az IGEN viélaszhoz tartozé minden [ input esetén a
vélasz helyessége polinomiddben bizonyithaté.
A co — NP problémaosztaly ugyanez, a NEM valasz esetén.
Tétel: P C NPnNco— NP.
Def: A I dontési probléma polinomidlisan visszavezethetd a
dontési problémdra (jel: M < M), ha van olyan polinomideji
algoritmus, ami 1 minden / inputjdhoz kiszdmitja a I’ egy olyan /I
inputjat, amire ugyanaz a valasz [1’-ben, mint /-re M-ben:

n <

/ pol /

—



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.
Def: Az NP problémaosztdly mindazon [1 dontési problémakbdl
all, amelyekre az IGEN viélaszhoz tartozé minden [ input esetén a
vélasz helyessége polinomiddben bizonyithaté.
A co — NP problémaosztaly ugyanez, a NEM valasz esetén.
Tétel: P C NPnNco— NP.
Def: A I dontési probléma polinomidlisan visszavezethetd a
dontési problémdra (jel: M < M), ha van olyan polinomideji
algoritmus, ami 1 minden / inputjdhoz kiszdmitja a I’ egy olyan /I
inputjat, amire ugyanaz a valasz [1’-ben, mint /-re M-ben:

Példa: MAXKLIKK input: G graf k € N, n < rnr
output IGEN, ha w(G) > k, kiilonben NEM. | |
MAXFTN input: G graf,k € N, | Py

—

output IGEN, ha o(G) > k, kilénben NEM. Ekkor
MAXKLIKK<MAXFTN: (G, k)P (G, k), u.i. w(G) = a(G).



Dontési problémak

Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.
Def: Az NP problémaosztdly mindazon [1 dontési problémakbdl
all, amelyekre az IGEN viélaszhoz tartozé minden [ input esetén a
vélasz helyessége polinomiddben bizonyithaté.
A co — NP problémaosztaly ugyanez, a NEM valasz esetén.
Tétel: P C NPnNco— NP.
Def: A I dontési probléma polinomidlisan visszavezethetd a
dontési problémdra (jel: M < M), ha van olyan polinomideji
algoritmus, ami 1 minden / inputjdhoz kiszdmitja a I’ egy olyan /I
inputjat, amire ugyanaz a valasz [1’-ben, mint /-re M-ben:

n <

/ pol /

—



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.
Def: Az NP problémaosztdly mindazon [1 dontési problémakbdl
all, amelyekre az IGEN viélaszhoz tartozé minden [ input esetén a
vélasz helyessége polinomiddben bizonyithaté.
A co — NP problémaosztaly ugyanez, a NEM valasz esetén.
Tétel: P C NPnNco— NP.
Def: A I dontési probléma polinomidlisan visszavezethetd a
dontési problémdra (jel: M < M), ha van olyan polinomideji
algoritmus, ami 1 minden / inputjdhoz kiszdmitja a I’ egy olyan /I
inputjat, amire ugyanaz a valasz [1’-ben, mint /-re M-ben:
Tétel: (1) N <M eP=MNePés n < nm

)nN=<n=<n"=n=<n” | |
/ pol /

—



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.
Def: Az NP problémaosztdly mindazon [1 dontési problémakbdl
all, amelyekre az IGEN viélaszhoz tartozé minden [ input esetén a
vélasz helyessége polinomiddben bizonyithaté.
A co — NP problémaosztaly ugyanez, a NEM valasz esetén.
Tétel: P C NPnNco— NP.
Def: A I dontési probléma polinomidlisan visszavezethetd a
dontési problémdra (jel: M < M), ha van olyan polinomideji
algoritmus, ami 1 minden / inputjdhoz kiszdmitja a I’ egy olyan /I
inputjat, amire ugyanaz a valasz [1’-ben, mint /-re M-ben:
Tétel: (1) N <M eP=MNePés n < nm
n<n=<n"=n=<n’ \ \
,,Biz”: Polinomok egymdsba helyettesitése polinom. [ ’f’ I



Dontési problémak
Def: A Il probléma dontési probléma, ha minden (értelmes) /
inputra az output egyetlen bit: IGEN vagy NEM.
Def: A P problémaosztalyt mindazon [1 dontési problémak
alkotjdk, amelyekre van polinomideji algoritmus.
Def: Az NP problémaosztdly mindazon [1 dontési problémakbdl
all, amelyekre az IGEN viélaszhoz tartozé minden [ input esetén a
vélasz helyessége polinomiddben bizonyithaté.
A co — NP problémaosztaly ugyanez, a NEM valasz esetén.
Tétel: P C NPnNco— NP.
Def: A I dontési probléma polinomidlisan visszavezethetd a
dontési problémdra (jel: M < M), ha van olyan polinomideji
algoritmus, ami 1 minden / inputjdhoz kiszdmitja a I’ egy olyan /I
inputjat, amire ugyanaz a valasz [1’-ben, mint /-re M-ben:
Tétel: (1) N <M eP=MNePés n < nm
n<n=<n"=n=<n’ \ \
,,Biz”: Polinomok egymdsba helyettesitése polinom. [ ’f’ I
Megj: Ha M < I, akkor M’-t nehezebbnek tekintjiik M-nél u.i. M’
segitségével I1 is megoldhaté.
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NP-teljesség

Van-e vajon az NP-beli problémak
kozott legnehezebb? Olyan t.i., amire
minden mas NP-beli visszavezethet6?
Cook-Levin-tétel: A SAT ilyen.

Def: A SAT inputja egy CNF, outputja
IGEN ha a CNF kielégithetd.

CNF: kléziAkldzo A ... AklSz).

kléz: literdlyVliterdly V ... Vliterdly. literdl: valtozé vagy a negdltja.
® CNF kielégithet6, ha a valtozdk logikai értéke valaszthaté dgy,
hogy ® kiértékelése IGAZ legyen.

Példa: Ad =(xVyVw)A(yVEtVZ)A(tVx)CNF kielégitheté
pl x=y=1,t=w=z=0 valasztassal.
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Van-e vajon az NP-beli problémak
kozott legnehezebb? Olyan t.i., amire
minden mas NP-beli visszavezethet6?
Cook-Levin-tétel: A SAT ilyen.

Def: A SAT inputja egy CNF, outputja
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[ WP-nehés]

Def: A I probléma NP-nehéz, ha MM’ < 1M &ll minden M’ € NP-re.
A TT probléma NP-teljes, ha T1 NP-nehéz és 1 € NP.

Az NP-teljes problémak az NP problémaosztily legnehezebb
problémai. Ilyen pl. a SAT.

Megf: Ha P tartalmaz NP-teljes problémat, akkor

P = NP = co — NP. igy pl az NP-beliségb8| kdvetkezik a
P-beliség. Abban hisziink, hogy ez nem igaz.

Ugy képzeljiik, hogy P-ben nincs NP-teljes probléma, ezért
egyetlen NP-teljes problémadra sincs hatékony algoritmus.
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Van-e vajon az NP-beli problémak
kozott legnehezebb? Olyan t.i., amire
minden mas NP-beli visszavezethet6?
Cook-Levin-tétel: A SAT ilyen.

Def: A SAT inputja egy CNF, outputja
IGEN ha a CNF klelégl'theto [ Dontési problémik |

[ WP-nehés]

Def: A I probléma NP-nehéz, ha MM’ < 1M &ll minden M’ € NP-re.
A TT probléma NP-teljes, ha T1 NP-nehéz és 1 € NP.

Az NP-teljes problémak az NP problémaosztily legnehezebb
problémai. Ilyen pl. a SAT.

Tétel: Ha M € NP és " < 1N valamely ismert NP-nehéz I’
problémara, akkor T NP-teljes.

Szdmos problémara lehet igy NP-teljességet igazolni. Ezek tehat
-azt hissziik- nem P-beliek, igy hatékony algoritmus sincs rajuk.
Vigyazat! A Tl NP-teljességéhez nem [1-t kell visszavezetni egy
nehéz problémdra (ebbdl u.i. nem kdvetkezik semmi), hanem egy
nehezet kell l-re visszavezetni.
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Biz: Polinomidoben ellendrizheto tanuk: helyes értékadas, k

méretli ftn/klikk, Hamilton-kor/it, V(H) — V(G) injekcid, valddi

0sZto.
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k-SAT: a SAT problémdnak az a speciilis elete, ahol a CNF

minden klézdban legfeljebb k literdl van Gsszeéselve.

HAMUT: Input: G. Output: IGEN, ha G-nek van Hamilton-dtja.

k-SZIN: Input: G graf és k € N. Output: IGEN, ha x(G) < k.

RESZGR: Input: G, H grafok. Output: IGEN, ha G-nek van H-val
izomorf részgréfja.

PRIM: Input: n € N. Output: IGEN, ha n prim.

Tétel: k-SAT, MAXFTN, MAXKLIKK, HAM, HAMUT,

RESZGRe NP, P RIME co — NP.

Tétel: 2-SATe P.

Tétel: SAT< 3-SAT< 3-SZINKMAXFTN<MAXKLIKK, valamint

3-SZIN<HAM<HAMUT <RESZGR és ha k > 3 akkor

3-SZIN=< k-SZIN. Ezen problémak mindegyike NP-teljes.



Koszonom a figyelmet!



