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4. gyakorlat Osszeallitotta: Fleiner Tamés (fleiner@cs.bme.hu)

Tudnival6k

Def: Adott G = (V, E) (ir) graf és egy £ : E — R élhosszfv. Egy G-beli (ir) ut hossza az ut
éleinek Osszhossza, dist(u,v) pedig az (ir) uv-utak koziil a legrévidebb hosszat jeloli. Az ¢ hosszfv
konzervativ, ha nincs G-ben negativ 6sszhosszisagu (ir) kor.

Def: Adott G = (V, E) (ir) graf, r € V ésegy £ : E — R élhosszfv. A d: V — R fiiggvényt
(r,€)-felsd becslésnek nevezziik, ha d(r) = 0 és d(v) > dist(r,v) teljestil G minden v csicsara. Az
e = vw él menti javitds esetén a d(w) értéket a min{d(w), d(v) + £(vw)} értékkel helyettesitjik.

Megfigyelés: (1) Ha ¢ konzervativ, akkor tetsz. (r,¢)-f.b. élmenti javitasa (r, ¢)-f.b.-t ad.

(2) Ha élmenti javitas nem tud valtoztatni egy d (r, £)-felsé becslésen, akkor d(v) = dist(r,v) Yv € V.

Dijkstra-algoritmus Input: G = (V| E) (ir) graf, ¢ : E — R, nemneg hosszfv, r € V' gyoker.
Output: dist(r,v) minden v € V-re. Mikodés: Kezdetben Uy := (), d(r) = 0 és d(v) = oo ha v # r.
Az algoritmus i-dik fazisdban (i = 1,2,...,|V]) a kovetkezd torténik.

1. Legyen u; az a v cstcs a V' \ U;—; halmazbol, amelyre d(v) minimalis és legyen U; := U;_1 U {u;}.
2. Végezziink €l menti javitasokat minden U;-b6l kivezets u;x élen.
Az output a |V]-dik fazis utani d fiiggvény. Szokéas megjelolni a végss d(v) értékeket beallito éleket.

Megfigyelés: Ha az output a d (r, ¢)-felss becslés, akkor (1) d(u;) < d(u;41) V1 <i < n-re
(2) d(uy) < d(ug) <...<d(uy), valamint (3) Elmenti javitas nem véltoztat d-n.

Kov.: (1) A Dijkstra-algoritmus helyesen miikodik, azaz dist(r,v) = d(v) Yv € V teljesiil.

(2) Az algoritmus soran megjelolt élek egy legrévidebb utak fajat alkotjak G-ben: az r gyokérbél
minden r-bél elérhetd cstcshoz vezet olyan legrévidebb 1t is, ami csak megjelolt éleket tartalmaz.
(3) A Dijkstra-algoritmus lépésszama legfeljebb konst - n?, ahol n = |V/|.

Ford-algoritmus Input: G = (V| E) (ir) graf, ¢ : E — R konzervativ hosszfv, r € V gydkérpont.
Output: dist(r,v) minden v € V-re. Miikodés: Legyen E = {ej,es,...,¢e,}. Kezdetben legyen
d(r) = 0 és v # r esetén d(v) = oco. Az i-dik fazis i = 1,2,...,n — 1 esetén abbol all, hogy
elvégezziik az ey, eq, . .., €, élek menti javitasokat. A végén az output dist(r,v) = d(v) minden v-re.

Allitas: (1) A Ford-algoritmus i-dik fazisa utan dist(r,v) = d(v) minden olyan v-re, ahova van
legfeljebb i élt legrovidebb 1t v-bsl. (2) A Ford-algoritmus lépésszama legfeljebb konst - n3.

(3) Ahogy Dijkstra esetén, itt is legrovidebb utak fajat alkotjak a végss d(v) értékeket beallito élek.

Floyd-algoritmus Input: G = (V, E) (ir) graf, { : E — R konz. Output: dist(u,v) Vu,v € V.
Miikédés: Legyen V = {vy,vs,...,v,} és d¥(i,5) a legrovidebb olyan v;v; Ut hossza, aminek
bels§ pontjai csak vy, vy, ... v, lehetnek. Kezdetben d©(i,j) = ¢(v;,v;), ha v;v; € E, kiilonben
d (v, v;) = co. A k-dik fazisban

d®(i, j) = min{d* =V, 7),d* V@, k) + d* D (k, j)} (1)
alapjan a d® fiiggvényt hatarozzuk meg. Az n-dik fazis utan dist(v;,v;) = d™ (i, j) az output.

Allitas: Az (1) fennall, tehat a Floyd-algoritmus helyes. Lépésszama pedig legfeljebb konst - n?.
Gyakorlatok

1. Rajzoljunk grafot, és keressiik meg egy csticsbol kiindulva a BFS fajat. Megfelel§ élhosszok
megadaséaval gyakoroljuk a Dijkstra-, Ford- és Floyd-algoritmusokat. Batran hasznaljuk ehhez
a tuloldali grafokat. (v')

2. Legyen G = (V, E) (iranyitott) graf, ¢ : E — R, nemnegativ élhosszfiiggvény és legyenek
u,v,w a G csucsai. Igazak-e az alabbi allitasok? (1) Ha P a G egy legrévidebb wv utja és w
cstcsa P-nek, akkor a P 0t u-tol w-ig tarto ill. w-t6l v-ig tartd részei a G egy legrovidebb uw-
ill. wv-utjat alkotjak. (2) Ha P és Py a G egy legrovidebb ww- ill. wo-utja, akkor a P; és Py
egymas utan fiizése a G egy legrovidebb uv-utja lesz. (v') Es ha ¢ konzervativ?

3. Tervezziink csavaranyakbol és cukorspargabol gravitacios elven miikodé mechanikus szamito-
gépet, ami alkalmas az inputként megadott, nemnegativ élhosszokkal rendelkezé irdnyitatlan
graf tetszoleges gyokérpontjabol a tobbi cstcs tavolsdganak a meghatarozaséara. (!)

4. Legyen V(G) = {vs,v4,..., 010}, és v;v; € E(G), ha i és j nem relativ primek, azaz van 1-nél
nagyobb kozos osztojuk. Legyen a v;v; él hossza min(z, j) — 1. Hatarozzunk meg a vs csticsbol
minden mas cstcsba egy-egy legrovidebb utat, ha van. (pZH '14) (V')



5. A bal oldali dbran lathaté graf éleire irt szamok az adott ¢l hosszat jelentik. Oran tanult
modszer felhasznalasaval hatarozzunk meg minden e-tél kiilonbo6z6 v csticsra egy legrévidebb

ev utat. (ZH '16) (V')
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6. Legyen adott a G = (V, E) graf élein egy ¢ : E — R hosszfiiggvény. Igaz-e,
legrovidebb uv-utja az £ hosszfliiggvényre, akkor P egyuttal legrovidebb tt az ¢ hosszfiiggvényre
is, ahol ¢'(e) = {(e)? teljesiil G minden e élére? (ppZH '14)

7. Adott egy G = (V, E) graf, egy ¢ : E — R, hosszfliggvény, valamint egy r gyokérpont. Egyet-
len Dijkstra-algoritmus lefuttatasa segitségével talaljuk meg G mindazon e éleit, amelyekre
igaz az, hogy onmagaban attol, hogy e hosszat eggyel csokkentjiik egyetlen cstucs r-t6l mért
tavolsadga sem csokken.

8. Adott egy G = (V, E) graf, egy ¢ : E — R, élhosszfiiggvény valamint egy e = uv € E él.
Javasoljunk gyors eljarast annak a maximaélis A\ értéknek a meghatarozésara, amennyivel G két
csucsénak a tavolsaga megnovekszik akkor, ha toroljitk az e élt G-bél.

9. Bizonyitsuk be, hogy a Ford-algoritmus minden graf és minden konzervativ élhosszfiiggvény
esetén futtathato gy, hogy a masodik fazisban a d felsé becslés mar ne valtozzon. Bizonyitsuk
be azt is, hogy ha minden legrévidebb rv-utnak legalabb k éle van, akkor GG éleinek van olyan
sorrendje, hogy ezzel a sorrenddel a Ford-algoritmusnak legalabb k fazisra van sziiksége a végsd
d felss becslés megtalalasahoz. (*)

10. Forintot szeretnénk kiilonféle valutakra atvaltani. Kiilfoldon €16 ismerdseink révén nem csak
forintot, hanem szdmos més valutat is kozvetleniil at tudunk valtani bizonyos valutakra. A
cél, hogy esetleg ilyen atvaltasok felhasznalasaval minél jobb arfolyamot érjiink el a forintunk
konverzidja soran. E célbol elkészitettiink egy iranyitott grafot, aminek a csticsai az egyes
valutaknak, az élek pedig az egyes kozvetlen tranzakcidknak felelnek meg. Minden uv élhez
ismert az adott valtasnal alkalmazott arfolyam, azaz, hogy hany egységet kell fizetniink az u
pénznemben a v pénznem egy egységéért. Adjunk hatékony modszert arra, hogy meghata-
rozzuk, legfeljebb mennyit kaphatunk az egyes valutakbol 1 Ft-ért, ill. hatarozzuk meg azt is,
milyen atvaltasokat kell ehhez végezniink. (1)

11. Adott n x k méretd tablazat minden mezGjében 0 vagy 1 &ll. Talaljunk a tablazat bal felsd
sarkatol a jobb als6 sarokig egy mezShatarok mentén jobbra és lefelé halad6 olyan utat, amire
igaz, hogy a vonal alatti 1-esek és a vonal feletti 0-k szamanak Osszege a lehetd legkisebb.
Hogyan érdemes eljarni? (*) (Hint: alighanem vmiféle grafban kéne legrévidebb utat keresni.)

12. Legyen G = (V, E) iranyitott graf, ¢ : E — R, nemnegativ élhosszfiiggvény, e = uv pedig
G egy éle. Javasoljunk gyors eljarast, amelynek segitségével megtalalhatok G mindazon w
csucsai, amelyek szaméra fontos ill. hasznos az e él. (*) (Az e él akkor fontos w szamara,
ha van olyan ¢ cstics G-ben, amelynek a w-t6l mért tavolsaga névekszik az ¢(e) barmilyen kis
mértékid névelése nyoman. Az e él akkor hasznos w szamara, ha van olyan ¢ cstcs, amelynek
a w-t6l mért tavolsaga csokken, az ¢(e) barmilyen kis mértékd csokkentése nyomén. )

13. Hogyan lehet 3 buszjegy birtokaban a lehets leggyorsabban eljutni a varos egyik pontjabol a
masikba? Formalisan: Adott a G = (V, E) iranyitott graf, G éleinek egy F' részhalmaza, G
egy v csucsa, valamint egy k pozitiv egész szam. Tegyiik fel, hogy t(e) jeldli azt, hogy mennyi
ideig tart az e él mentén torténd athaladas. Javasoljunk gyors eljarast, amely a G minden u
csticsara meghatéarozza G egy olyan vu-utjat, ami legfeljebb k db F-beli élt tartalmazza, és
ami az ilyen utak koézott a lehetd leggyorsabban bejarhato, azaz amire az Gt éleihez rendelt ¢
értékek Osszege minimalis. (*)



