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Tudnivalék

Def: Legyen G = (V, E) sikbarajzolt graf, dudlisa az a G* = (V*, E*) graf, amelyre V* a G
lapjainak halmaza ill. E* = {e* : e € E} ¢s e* az e-t hatarolo tartomany(ok)nak megfelels dualis
csticsokat Osszekotd él.

Def: A @Q C E(G) élhalmaz vdgds, ha @) egy olyan élhalmaz, hogy egyrészt () elhagyasakor G
szétesik (azaz komponenseinek szama megnd), masrészt ) egy legsziikebb élhalmaz ezzel a tulaj-
donsaggal, azaz () semelyik valodi részhalmazéanak elhagyasatol sem esik G szét. Az e él elvdgo él,
ha {e} vagas. A G graf e és €' élei soros élek, ha {e, e’} vagas.

Tétel: Legyen G = (V, E) sr, G* pedig a G duélisa n*, e*, t*, k* paraméterekkel. Ekkor
(1) G* sr,n* =t, k* = 1, azaz G* of.

(2) Ha v € V(G*) a G i-dik lapjahoz tartozik, akkor d*(v) = ;.

3) Ha G of, akkor (G*)* = G.

4) C C E(G) kor G-ben <= C* vagas G*-ban.

Q C E(G) vagas G-ben <= Q* kor G*-ban.

e € E(G) a G hurokéle (elvago éle) <= f(e) a G* elvagd éle (hurokéle).

e, € € E(G) parhuzamos (soros) élek <= f(e), f(€') soros (parhuzamos) élek.

A (4,5) tulajdonsagok neve kdr-vdgds dualitds.

Whitney egyik tétele: Legyen G* a G SRt graf dualisa. A H of graf @
pontosan akkor dualisa G egy alkalmas sikbarajzoldsanak, ha H megkaphato €<—’>

G*-bol az abran lathatd Whitney-operaciok véges sokszori alkalmazaséaval. ‘

Whitney masik tétele: Ha a G és H 6f grafok kozott 1étesithets kor-  ©

vagas dualitas, akkor G és H SR grafok és alkalmas sikbarajzolasaik egymas @H@'

duélisai.
Gyakorlatok

1. Van-e olyan sikbarajzolt graf, aminek feleannyi csticsa van, mint a dualisanak?
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2. Igaz-e, hogy ha G sikbarajzolt graf és G* a G dualisa, akkor G egyuttal a G* dudlisa?
3. Igazoljuk, hogy ha a G sikbarajzolhato graf G* dualisa izomorf G-vel, akkor e = 2n — 2 teljesiil.

4. Bizonyitsuk be, hogy ha G egyszert, sikbarajzolhato graf, akkor G barmely G* dualisanak van
olyan tartomanya, amit legfeljebb 5 él hatarol.

5. Adott n > 2 egész szam esetén van-e olyan sikbarajzolhato G graf, ami izomorf a duélisaval és
részgrafként tartalmaz egy C), kort?

6. Legyen G tetszGleges sikbarajzolt graf. Bizonyitsuk be, hogy van olyan H sikbarajzolt graf,
ami G-t részgrafként tartalmazza és emellett H = H*.(*)

7. Mutassunk olyan sikbarajzolt grafot, ami nem duéalisa a dualisanak.

8. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges sikbarajzolt, 6f G' graf tartoméanyai pontosan akkor szinezhe-
t6k kis két szinnel sakktablaszertien, ha G-nek létezik Euler korsétaja.

9. A G sr grafnak van Euler-korsétaja. Igazoljuk, hogy G* péaros graf!

10. Tth G olyan legalabb 4 csiicst egyszerd sr graf, amibe nem htuizhato Gjabb él az egyszerd sr
tulajdonsag megtartasaval. Igazoljuk, hogy G* 3-reguléris!

11. Bizonyitsuk be, hogy ha a G sr grafnak van Hamilton-kore, akkor a tartomanyai 4 szinnel
szinezhetSk gy, hogy a szomszédos tartomanyok kiilonb6zd szintiek legyenek!

12. Igazoljuk, hogy ha G n pontu sr graf, és G izomorf G*-gal, akkor G-nek 2n — 2 éle van!
Tetsz6leges n > 3-ra mutassunk példat ilyen G-re!

13. Tth G of, sr, és G minden lapja haromszog, ill., hogy G* minden lapja négyszog. Hany pontja
és hany éle van G-nek?



