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Tudnival6k

Def: Az algoritmus fogalmat nem definialjuk, de algoritmusra tgy gondolunk, mint valamiféle
elméleti szamitogépen futtatott programra, mely egy, az input altal megadott konkrét feladatot old
meg, azaz véges sok lépés megtétele utan a helyes megoldas lesz az adott inputhoz tartozé output.
Ez a konkrét feladat mindig egy &altalanos II probléma egy, az input altal megadott konkrét esete.
Természetesen ugyanazt a Il problémat tobb kiilonb6z§ algoritmus is megoldhatja. Ha tehat A egy
ilyen algoritmus a IT problémara, akkor A inputja (bemenete) jeloli ki, hogy a szoban forgé IT prob-
lémacsoportnak pontosan melyik konkrét feladatarol is van sz6. Ezen input mérete pedig az inputot
leir6 bitek szama. Ennek megfelelGen tetszéleges 11 problémét megold6 A algoritmushoz tartozik egy
fa figgvény: fa(n) azt adja meg, hogy legfeljebb hény lépést tesz meg az A algoritmus a legfeljebb
n hosszusagu inputokon. A lépésszamfiiggvény szempontjabol tehat lényegtelen, ha az A algoritmus
a legfeljebb n hosszusagu inputok 99, 999%-4an néhany lépésben végez, fa(n) a legrosszabbul viselke-
dé, legfeljebb n hosszusagu inputhoz tartozé eset lépésszama. A lépésszamra vonatkozo felsé becslés
ezért garantalt fels6 korlatot ad a legfeljebb n hosszusigu inputtal futtatott program lépésszamara.
Mi a tovabbiakban olyan algoritmusokat probalunk keresni a vizsgalt problémakra, amelyek minél
jobb (azaz minél kisebb) lépésszamgaranciaval rendelkeznek.

Példa: Ha az algoritmus inputja egy pozitiv egész n szam, akkor az input mérete az n binaris
alakjaban talalhato jegyek szama, azaz 1 + |log,(n)|. Ha az input egy n cstcsu egyszeri G =
(V, E) graf, akkor G-t a szomszédossagi matrixaval megadva az input mérete n?. (Vannak persze
értelmesebb megadasok is, sét, szinte csak azok vannak. Ellistaval pl. az input mérete konst- (n-+m),
ahol m a G éleinek szédma.)

Def: Az A algoritmus polinomideji (néha polinomidlis vagy hatékony), ha létezik olyan p(n)
polinom, amelyre f4(n) < p(n) teljesiil minden n > 1-re. Az A algoritmus exponencidlis ideji, ha
létezik olyan pozitiv K és ¢ > 1 konstansok, melyekre fa(n) < K - ¢" teljesiil minden n > 1-re.

Megjegyzés: Ha a szamitogép miiveleti sebessége (mondjuk) kétszeresére gyorsul, akkor egy

polinomidejt algortimussal egységnyi id§ alatt egy konstansszor nagyobb inputméreti problémét
oldhatunk meg, mint a régi szamitogéppel, mig exponencialis futésided algoritmus esetén csak kons-
tanssal novekszik az egységnyi id6 alatt megoldhato input mérete.
Itt és most a polinomideji algoritmust hatékonynak tekintjiik, az olyat pedig, nem szeretjiik, amire
az exponencialis becslésnél nem tudunk jobbat mondani. (Minden polinomideji algoritmus ter-
meészetesen exponencialis ideji is (hisz exponencialis fels§ becslés is adhato a futésidére), de az
exponencialis idejd algoritmusok nem feltétleniil polinomidejtiek.

Példa: A BFS algoritmus hatékony, hiszen egy n ¢l m csticst grafot (amelyet meg lehet adni n?
méretd vagy konst - (n +m) méretd inputtal) a lépésszamra fprs(n) < c-(n+m) teljesiil alkalmas
¢ konstansra, tehat p(n) = ¢’ - n megfelels polinom, ahol ¢ alkalmas konstans.

Def: Dontési probléma az olyan probléma, amelyek outputja egyetlen bit, azaz minden értelmes
inputhoz az ,JGEN” vagy a ,NEM” outputok valamelyike tartozik. A P problémaosztalyt mindazon
dontési problémak alkotjék, amelyekre van polinomidejii algoritmus.

Def: N P-beli probléma alatt olyan II dontési problémat értiink, amelyhez minden olyan inputra,
amelyre ,IGEN” az output, ez a tény polinomidében bizonyithat6. Formalisan: II € N P, ha létezik
egy A algoritmus az alabbi tulajdonsagokkal. (1) Az A algoritmus inputja tetszéleges I, T par, és az
A algoritmus lépésszéama feliilrsl becsiilhets I méretének polinomjaval. (Tehat T-t6] nem fiigg.) (2)
A II minden olyan [ inputjéhoz, amelyhez ,JGEN” a helyes output, létezik olyan T" tanu, hogy az A
algoritmust az (/,7') inputtal elinditva ,JGEN” vélaszt ad, valamint (3) minden olyan I inputhoz,
amelyhez \NEM” a helyes output, A az (I,T') inputon minden T-re ,NEM” valaszt ad.

A co— N P-beli problémaosztalyt azon II dontési problémék alkotjak, amelyekhez a ,NEM” valaszra
polinomidében ellenérizhets tant.

Megfigyelés: P C NPNco— NP.

Def: A II probléma polinomiddében visszavezethetd a II' problémara (jelolése T < IT'), ha a
IT tetszoleges I inputjahoz polinomidejii algoritmussal konstrualhaté a I’ probléménak olyan I’
inputja, melyre (II'-ben) ugyanaz a vélasz, mint I-re II-ben.

Megfigyelés: (1) I <II' < II"=1I <II". (2) I <II'e P=1l€ P.




Def: A II dontési probléma N P-nehéz, ha I’ < Il minden II' € N P esetén, azaz minden N P-beli
probléma visszavezethets II-re. A II N P-teljes, ha I1 € NP és II N P-nehéz.

Megfigyelés: Ha II N P-teljes és I1 < II' € NP, akkor IT' is N P-teljes.

Def: A SAT probléma inputja egy CNF (konjunktiv normalforma), outputja ,JGEN” ha az
inputban szerepld logikai valtozok logikai értéke megvalaszthato gy, hogy az adott CNF kiértékelése
igaz legyen. Minden CNF klozok Gsszeéselése, minden kloz literalok dsszevagyolasa és minden literal
azonos valamelyik logikai valtozéval vagy annak negaltjaval.

Példa: : (fl V T3 V 57) A ($2 V $6) N (fL‘Q VT4V s vV $7) VAN (f4 V fﬁ)

Cook-Levin-tétel: A SAT probléma N P-teljes.

A Cook-Levin-tétel miatta vilag kétféle lehet. Vagy P = NP, és ekkor minden N P-beli probél-
mara van polinomidejt algoritmus. Igy van P-beli N P-teljes probléma is. S6t: elég egyetlenegy ilyet
talalni, és akkor ebbdl kévetkezik a P = NP igazsdga. Vagy P # NP, és ekkor minden N P-teljes
probléma reménytelen abban az értelemben, hogy bizonyosan nincs ra polinomideji algoritmus. Ez
utobbiban hisz a tobbség.

Tovabbi N P-teljes probléméak: (1) HAM (Input: G graf, output: ,JGEN”, ha G-nek van
Hamilton kore), (2) 3-SAT (a SAT speicélis esete, ahol minden kl6z pontosan 3 db literalt tartalmaz),
(3) 3-SZIN (Input: G graf, output: ,JGEN”, ha x(G) < 3), (4) k > 3 esetén a k-SZIN (Input: G
graf, output: ,JIGEN” ha x(G) < k), (5) MAXFTN (Input: G graf, k& > 0 egész, output: JGEN”,
ha a(G) > k) (6) MAXKLIKK (Input: G graf, k > 0 egész, output: ,JGEN”, ha w(G) > k)
Gyakorlatok

1. Tegyiik fel, hogy A egy polinomidejd algoritmus a II problémara. Legyen I’ egy méasik problé-
ma, és legyen A’ olyan polinomidejii algoritmus, amely I’ tetszéleges I’ inputjahoz a II olyan
I inputjat késziti el, amelyhez a II probléméaban ugyanaz a vélasz tartozik, mint I’-h6z a IT'
problémaban. Helyes és polinomidejti-e az az A* algoritmus a II' problémara, amelyet gy ka-
punk, hogy II' tetszéleges I’ inputjan lefuttatjuk az A" algotitmust, majd a kapott I outputot
inputként felhasznalva lefuttatjuk az A algoritmust?

2. Tegytlik fel, hogy az A algoritmus a II problémét oldja meg olyan médon, hogy II tetszéleges
n méretd inputjahoz A n lépésben elkésziti a Il probléma egy [n/2] és egy |[n/2] méretd
inputjat, és azokat megoldja sajat maga meghivasaval. Polinomidejii-e az A algoritmus? Mi a
helyzet akkor, ha tetsz6leges n méretd inputbol a két elkészitett input mérete n — 107

3. Mutassuk meg, hogy az alabbi problémék P-beliek:
(a) Adott G iranyitatlan grafrol dontstik el, van-e benne kor.

(b) Adott G iranyitatlan grafrol és k pozitiv egészrél dontsiik el, van-e olyan részgrafja,
amiben minden fok > k.
(c) Adott G iranyitatlan grafrol dontsiik el, van-e Ky részgrafja.
(d) Adott G of grafrol és ¢ : E(G) — Ry élsulyokrol dontsiik el, igaz-e,hogy G barmely
feszit6fajanak a koltsége legalabb k.
(e) 2-SAT (A SAT probléma, ahol minden kloz legfeljebb két literalt tartalmaz.)
4. Mutassuk meg, hogy az alabbi probléméak N P-beliek:
(a) Adott G iranyitatlan grafrol és k pozitiv egészrél dontsiik el, van-e k-regularis részgrafja.
(b) Adott G of grafrol és ¢ : E(G) — R, élsulyokrol dontsiik el, igaz-e, hogy G-nek van
pontosan k koltségt feszitGtaja.
(¢) Adott G grafrol és | : E(G) — R (esetleg negativ) élhosszokrol dontsiik el, igaz-e, hogy
GG barmely két cstucsanak a tavolsaga legfeljebb k
5. Mutassuk meg, hogy az alabbi problémak co — N P-beliek:
(a) Adott G grafrol dontstik el, sikbarajzolhato-e.
(b) Adott 2n cstcsu G grafrol dontsiik el, igaz-e, hogy barmely n cstcsa paros grafot feszit.
(c¢) Adott G grafrol dontsiik el, igaz-e, hogy w(G) < k .
(d) Adott n szamrol dontsiik el, hogy primhatvany-e.
6. Mutassuk meg, hogy az alabbi probléméak NP N co — N P-beliek:
(a) Adott G grafrol dontsiik el, paros-e.
(b) Adott G grafrol dontsiik el, dsszefliggs-e.
(c) Adott G paros grafrol dontsiik el, van-e teljes parositésa.
(d) Adott halozatrol dontsiik el, van-e benne k nagységu folyam.
(e) Adott n és k egészekrdl dontsiik el, relativ primek-e.
7. Mutassuk meg, hogy az alabbi problémak N P-teljesek:



(a) FELHAM inputja egy G graf, outputja ,JGEN”, ha G-nek van olyan kére, ami G csticsa-
inak legaldbb a felét tartalmazza

(b) FELE-3-SZIN inputja egy G graf, outputja ,JGEN”, ha G-nek van olyan 3-szinezhetd
feszitett részgrafja, amely G csticsainak legalabb a felét tartalmazza.

(¢) MAXTAV inputja egy G = (V, E) graf, egy | : E — R, hosszfiiggvény valamint egy
k € Ry szam. Az output akkor . JGEN”, ha G-ben van legaldbb k 0sszhosszu tt.

8. Az aldbbi dontési problémak mindegyikérol dontsiik el, hogy a P, NP,co — NP, NP — teljes
osztalyok melyikébe tartozik. Input egy G iranyitatlan graf, Output ,IGEN”, ha
(a) van G-ben 99 pontu klikk, (b)ha G-ben van 5 ponta kor, (¢) ha G-ben van legalabb /n
pontt kor, (d) ha G élei pirosra és zoldre szinezhetSk gy, hogy ne legyen egyszind ptn kor.

(*)



