A Szamitastudomany alapjai
2. ZH javitékulcs (2019. 12. 05.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeto gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az titmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Hatarozzunk meg a felsé abran lathaté halézatban egy maximalis nagysagu st-folyamot és igazoljuk
a talalt folyam maximalitasat!

Maximalis nagysagu folyamot keresiink az éran tanult Ford-Fulkerson algoritmus segitségével. Az
aktudlis segédgraf néhany st-tutja mentén torténd javitdsok utan az abran lathatd, 42 nagysagia f
folyamot kapjuk. (A nagyobb méretben (kékkel) szedett szamok az f folyam értékét jelzik az adott
élen, ha egy e élen nincs ilyen szam, akkor f(e) =0.) (5 pont)
A folyamot egyébként ugy kaptuk, hogy sorra
az sdeft (10), sabct (10), sabft (1), sdect (6),
sdbft (5), sdecbft (10) utakon javitottunk, za-
rojelben a javitas soran elkiildott folyam nagy-
saga all. (0 pont)
Az f folyamhoz tartozo segédgrafban s-bol el-
érhet6 pontok X halmaza altal meghatérozott

st-végés szintén 42 kapacitasu. (4 pont)
Taldltunk egy 42 nagysagu folyamot és egy 42 kapacitdasu st-vagast Ezzel igazoltuk, hogy a megadott
halézatban a maximalis folyamnagysag pontosan 42. (1 pont)

(A teljes értékii megoldashoz nem sziikséges, hogy a hallgaté megindokolja, hogyan taldlt 42 nagy-
sagu st-folyamot ill. ugyanilyen kapacitasu st-vagast. Ha azonban nincs indoklas, és a vagéas vagy a
folyam hibas, akkor az nem visz kozelebb a megoldéshoz. Ilyenkor csak arra tudunk pontot adni, ha
kideriil, hogy a hallgatd érti, mi az st-folyam és st-végas, ill. annak a nagysaga ill. kapacitasa. Ha
szerepel a folyamalgoritmus, de valamit elszamol a hallgatd, akkor viszont jar részpontszam. Az is
teljes értékli megoldds, ha valaki megtaldl egy 42 nagysdgui folyamot, helyesen igazolja (de st-vagas
nélkiil) annak maximalitdsat; példdul megmutatja, hogy a segédgrafban nincs javité ut és hivatko-
zik a Ford-Fulkerson-algoritmus azon tulajdonsagara, hogy ilyenkor a megtaldlt folyam maximaélis
nagysagu.)

2. Hatarozzuk meg az alsé dbran lathat6 G grafra az x = v(G)-a(G)-(7(G)+p(G))
kifejezés értékét. (v: ftn élek, a: ftn pontok, 7: lef pontok, p: lef élek.)

A G grafnak nincs hurokéle, igy Gallai tétele miatt a(G) + 7(G) = |V (G)| = 6. (2 pont)
A G grafnak izolalt pontja sincs, igy Gallai tétele miatt v(G) + p(G) = |V(G)| = 6. (2 pont)
A G grafban van teljes parositas (pl a hdrom vizszintes él), ezért v(G) = 3 (1 pont)
A fentiek miatt ekkor p(G) = 3. (1 pont)
A G grafban van kételem fliggetlen ponthalmaz, pl a bal felso és a jobb alsé csticsok alkotnak ilyet.

(1 pont)
Ha lenne 3 fiiggetlen pont G-ben, akkor ezek barmelyikének a fokszama legfeljebb 3 lehetne. Mivel G
minden csicsa legalabb 4-foki, ezért G-ben nincs harom fiiggetlen csics, igy a(G) = 2. (1 pont)

A Gallai tételbdl ekkor 7(G) = 4. (1 pont)
A formuldba mindezt behelyettesitve v(G) - «(G) - (7(G) + p(G)) =3-2- (44 3) = (1 pont)
( )

= 42 a vélasz. 0 pont




Az a = 2 megéllapitas indokolhaté tgy is, hogy G lefedhet6 két klikkel, és egy fiiggetlen ponthalmaz
minden klikkbol legfeljebb egy csticsot tartalmaz.

3. A G paros graf szinosztalyai A és B. Tegyiik fel, hogy G élei pirosra és zoldre vannak szinezve,
tovabba, hogy a piros élek grafjaban A-ra, a zold élek grafjaban pedig B-re teljesiil a Hall-feltétel.
[gazoljuk, hogy G-nek van olyan H feszité részgrafja, aminek minden komponenese egy piros és zold
éleket felvaltva tartalmazé kor.

Hall tétele szerint ha egy paros graf valamelyik szinosztalyara teljesiil a Hall-feltétel, akkor e péaros

grafnak van az adott szinosztélyt fedé péarositdsa. (2 pont)
Ezek szerint G piros éleibdl alkothaté olyan M, parositas, ami fedi A-t, a zdld élekbdl pedig egy olyan
M., ami fedi B-t. (3 pont)
Mindebbdl az is kévetkezik, hogy a két szinosztély mérete megegyezik, azaz M, és M, is a G teljes
parositasai. (2 pont)

Ha G-bdl tehdt tordljik az M, és M, egyikéhez sem tartozé éleket, akkor igy a G olyan H feszitd
részgrafjat kapjuk, amiben minden csiicsbdl pontosan egy piros és pontosan egy zold él indul. (2 pont)
Az igy kapott H részgraf tehat 2-regularis, ezért H minden komponense olyan kor, amiben a piros és
a zold élek felvaltva kovetik egymést. Nekiink pedig pontosan ezt kellett igazolnunk. (1 pont)

4. Sikbarajzolhato-e az alsé dbran lathato G graf?
Az dbra a G graf egy Ks-tel (ill. egy K3 3-mal) izomorf topologi-
kus részgrafjat mutatja. (7 pont)
Se Kj, se K33 nem sikbarajzolhato, ezért G sem az. (3 pont)
Ha valaki kimondja a Kuratowski-tételt, és latja, egy topologikus
K3 s-at vagy K5-6t kellene keresni, az 3 pontot kap.

5. Hany olyan pozitiv egész szdm van, ami az n = 22.33.72 és m = 3%.5%. 7 egész szamok koziil pontosan
egynek osztdja?

A kérdezett szamot ugy kapjuk, hogy az n és m pozitiv osztéi szamabdl levonjuk az n és m kozos

osztdi szamét, majd az igy kapott két szdmot osszeadjuk. (2 pont)
E kozos oszték az 6ran tanultak szerint az (n,m) legnagyobb kézos oszté pozitiv osztdi. (3 pont)
Az Inko-ra tanultak szerint (n,m) = 3%- 7. (1 pont)
A pozitiv oszték szamdat a kanonikus alakbdl meghatarozd, tanult képlet szerint d(n) = 3 -4 - 3,
dim)=3-3-2ésd((n,m)) =3-2, (3 pont)
ezért a fentiek szerint 3-4-3—-3-24+3-3-2-3-2= (1 pont)
= 42 a vélasz. (0 pont)

A G gréf csucsait a diszjunkt A és B halmazok alkotjak. Tegyiik fel, hogy minden A-beli cstics pontosan
9 A-beli és 42 B-beli cstuccsal, mig minden B-beli csiics pontosan 20 A-beli és 10 B-beli csticcsal
szomszédos. Bizonyitsuk be, hogy G csicsainak moho szinezéséhez a csicsok barmely sorrendje esetén
kevesebb, mint 42 szin kell.

Minden B-beli cstics fokszama 20 4 10 = 30, igy a mohd szinezésben az B-beli csticsok mindegyike az
els6 31 szin valamelyikét kapja. (4 pont)
Az A-beli csticsok csupan 9 A-belivel szomszédosak, ezért a mohé szinezés soran minden A-beli cstcs
kiszinezésekor a szinezend6 csicsnak legfeljebb 9 olyan korabban kiszinezett szomszédja lehet, amelyik

nem az elsé 31 szin valamelyikét kapta. (3 pont)
Ezért a mohé szinezés soran minden A-beli csicshoz az elsd 41 szin koziil tudunk alkalmas szint
vélasztani. (2 pont)

Ez pedig azt jelenti, hogy a mohd szinezéshez sosem lesz sziikség legalabb 42 szinre. (1 pont)



