A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékulcs (2019. 11. 07.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tijékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatobeli pontozas intelligens k6zelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Hény olyan sorrendje van az 1,2,...,10 szdmoknak, amiben az 1,2 és 3 ebben a sorrendben allnak,
de nem feltétleniil kozvetleniil egymas utan?

A leszamlaland6 objektumokat generaljuk tobb lépésben gy, hogy minden leszamlalandé sorrend

pontosan egyféleképp legyen megkaphatd. (1 pont)
Elészor az 1,2, 3 szamok helyét hatdrozzuk meg, (1 pont)
amit (130) -féleképp tehetiink meg,. (2 pont)
Ezutan a 4,5, ...,10 szamok sorrendjét hatarozzuk meg, (1 pont)
amire 7! a lehetéségek szama. (2 pont)
Ez a két dontéssel egyértelmiien meghatarozza a sorrendet, és minden leszamlalandé sorrend csakugyan
egyféleképp all igy elé. (1 pont)
A két dontésiink egyméstol fiiggetlen, ezért a lehetoségek szama pontosan (130) 7= 13—(1! =10-9-...-4.
(2 pont)
Avagy:
Az Gsszes lehetséges sorrend szama 10!, (2 pont)
am ezzel leszamlaljuk azokat a sorrendeket is, ahol az 1,2, 3 szamok nem ebben a sorrendben kovetik
egymast. (1 pont)
Vilagos egyrészt, hogy e 3 szamnak 6sszesen 3!-féle sorrendje lehet, (1 pont)
masrészt pedig, hogy e harom szdm barmely s sorrendjéhez ugyanannyi olyan sorrendje van a 10
szamak, ami a harom szamot az adott s sorrendben tartalmazza. (3 pont)
Ezért azoknak a sorrendeknek a szama, ahol a harom szam a megadott médon koveti egymast éppen
0 (3 pont)
3!

2. Az F tabdl toroltiik a v csucsot. Az igy kapott graf egyes csucsainak fokszamai1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,3,3
lettek. Hatarozzuk meg a torolt v cstcs F-beli fokszamat.

A torlés utan 13 cstics maradt, igy az eredeti grafnak 14 csticsa ( )
és a fakrdl tanultak szerint 13 éle volt. (2 pont)
A torlés utani fokszamdsszeg 20, ezért a HSL miatt a torlés utani grafnak 10 éle van. ( )
Mivel az F' fanak pontosan a v-bdl indul6 élei tiintek el a v cstcs torle utan, ( )
ezért v foka F-ben pontosan 13 — 10 = 3. (2 pont)
A teljes megoldashoz az is hozzatartozik, hogy van olyan F' fa, aminek alkalmas csicsat torolve a
feladatbeli fokszamsorozatot kapjuk. Ugyan kénnyfi ilyet konstrudlni (két K5 és a maradék csicsokkal

egy fa), de ezt nem vessziik szigorian. (0 pont)
Avagy:

A torlés utan kapott grafnak 13 cstcsa és a HSL miatt 10 éle van, (5 pont)
és mivel kormentes, ezért erdo. (1 pont)
Az 6rén azt tanitottak, hogy egy n csicsi k komponensii erdének n—k éle van, ezért F'—v komponensei
szama 13 — 10 = 3. (2 pont)
A v csics pontosan egy éllel kapcsolodik F' — v minden komponenséhez, (1 pont)
ezért d(v) = 3. (1 pont)

3. A bal oldali abran lathaté G graf élei mellett az adott él hossza szerepel. Valasszuk ki G néhany élét
ugy, hogy a kivalasztott éleken G barmely csticsabdl G barmely masik csicsaba el lehessen jutni, és a
kivalasztott élek 6sszhossza a lehet6 legkevesebb legyen.



Mivel minden élhossz nemnegativ, ezért az optimalis megoldés egy olyan feszitofaja lesz G-nek, amely-
nek az éleire irt szdmok Osszege a lehetd legkisebb. (3 pont)
Ilyen feszitofat az 6ran tanult Kruskal-algoritmussal tudunk talalni, az élekrél névekvé hossz szerint
eldontve, hogy bevegyiik-e a fdba. (2 pont)
Az dbran megvastagitassal jeleztiik a Kruskal-algoritmus outputjat: ezeket az éleket kell kivalaszta-
nunk a helyes vélaszhoz. (5 pont)

4. A bal oldali abran lathaté G graf élei mellett az adott él hossza szerepel. Igaz-e, hogy az ¢ csics
legaldbb 7-tel tavolabb van g-t6l, mint a d cstcs, azaz, hogy dist(g,1) > dist(g,d) + 77

A G grafban dbei egy 6 hosszusagi di-tt. (3 pont)
Ezért ha egy legrovidebb gd-tutat ezzel a di-uttal kiegészitiink, akkor olyan gi utat kapunk, amelynek
hossza dist(g,d) + 6. (3 pont)
A legrévidebb gi-tit ennél nem lehet hosszabb, tehat dist(g,i) < dist(g,d) + 6. (3 pont)
A feladat kérdésére tehat nemleges a valasz. (1 pont)
Avagy.

Az 6ran tanultak szerint a Dijkstra-algoritmussal meghatarozhato a GG csiucsainak a ¢ csicstél mért
tavolsaga. (2 pont)
A Dijksra helyes futtatdsdaval megéllapitjuk ezeket a tavolsagokat. (Ld kozépsé dbra) (7 pont)
Levonjuk a kovetkeztetést, miszerint nem igaz a kérdezett allités. (1 pont)

5. A jobb oldali dbran lathaté a G graf egy mélységi faja. Tudjuk, hogy gh és hi a G élei. Lehetnek-e
G-ben a d és e csicsok szomszédosak?
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Az 6rén azt tanitottdk, hogy irdnyitatlan graf DFS bejardsa utdn nem keletkezik keresztél. (3 pont)
Azonban a bejaras barhonnan is indul, ezen élek valamelyike keresztél lesz: a, b, ¢, f, h ill. i esetén de,

d, e ill. g esetén pedig hi. (6 pont)
Ezért a kérdésre nem a valasz: d és e nem lehetnek G-ben szomszédosak. (1 pont)
Avagy:

Az 6rén azt tanitottdk, hogy irdnyitatlan graf DFS bejardsa utdn nem keletkezik keresztél. (3 pont)
Mivel hi nem keresztél, ezért a DFS fa gyokere csak h vagy i lehet. Mivel gh nem keresztél, ezért a

gyokér csak g vagy h lehet. (3 pont)
A mélységi bejaras tehat a h cstcsbdl indult. (1 pont)
Ekkor azonban de keresztél, (2 pont)
ezért a kérdésre nem a valasz: d és e nem lehetnek G-ben szomszédosak. (1 pont)

Tegyiik fel, hogy F' a G olyan feszitofaja, hogy G-nek Fuler-sétaja, az I éleinek torlésével keletkezd
G — F grafnak pedig Euler-korsétaja van. Igazoljuk, hogy G-nek van Hamilton-ttja.

A G — F grafnak van Euler-korsétaja, ezért G — F-ben minden fokszam paros. (2 pont)
Mivel G-nek van Euler-sétaja, ezért G-ben legfeljebb 2 paratlan fokud cstics van. (1 pont)
Mivel az F' fanak legalabb két levele van, (2 pont)
és az I' fa minden v levelének a G-beli foka paratlan, (2 pont)
ezért ['-nek pontosan két levelének kell lennie. (1 pont)
F' tehat G-nek egy kétlevel feszitofaja, igy F-ben minden nem levél csics fokszama 2, F' tehat a G
egy Hamilton-utja, és nekiink pontosan ennek a létezését kellett igazolnunk. (2 pont)

A levelekkel érvelés csak olyan fakra igaz, amelyeknek legaldbb két csicsa van, ezért az allitast az 1
ponti G gréfokra (azaz Ki-re) is ellenérizni kéne. Ez persze trividlis, és nem is vacakolunk ezzel. Nem
jar érte pont, de nem is vonunk le semmit, ha ez hianyzik.



