A Szamitastudomany alapjai
1. pZH javitékulcs (2019. 12. 18.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Héanyféleképp lehet 10 6vodasnak kiosztani 3 piros, 3 fehér és 4 zold épitokockat, néhany egyforma
pliissrépat és pliissbrokkolit gy, hogy mindenki egy kockat és egy pliisszoldséget kapjon? (Mindkét
fajta pliissjészag korldtlan szamban &all rendelkezésre.)

Minden Ovodas a kétféle pliissjoszag barmelyikét kaphatja, egymastdl fiiggetleniil, ezért a zodldségek

kiosztasa 210-féleképp tehetd meg. (3 pont)
A kockak kiosztasa a 10 kocka egy ismétléses permutacidja, erre a lehetoségek szama #0,'4, (4 pont)
A zoldségek és a kockak barmely két kiosztdsa dsszepérosithato, (1 pont)
ezért a lehetséges kiosztasok szdma a két fenti szam szorzata: é?'g,zj (2 pont)

2. Tegyiik fel, hogy rendre 0,1,1,1,1,1,2,2,3 a G egyszerii graf csucsainak fokszamai. Igaz-e, hogy
barhogyan is hiizunk be G-be négy tovabbi élt, az igy kapott grafban bizonyosan lesz kor?

A G gréf fokszamosszege 12, ezért a HSL miatt G-nek Osszesen 6 éle van. (2 pont)
Ha még 4 élt behtizunk, akkor G-nek Osszesen 10 éle lesz. (2 pont)
Ha mindezek utan nem jon létre kor, akkor a kapott graf erdo, (1 pont)
aminek n — k éle van, ahol n a csicsok, k pedig a komponensek szama. (2 pont)
Tekintettel arra, hogy G-nek 9 csticsa van, és egy 9 csticsi erdonek legfeljebb 8 éle lehet, (2 pont)
ezért a négy él behizasa utdn bizonyosan keletkezik kor. (1 pont)

3. Legyen G az abréan lathato graf iranyitatlan valtozata, és jelentsék az egyes éleire irt szamok az adott
él koltségét. Hatarozzuk meg G egy olyan F' feszitofdjanak osszkoltségét, ami tartalmazza a bf élt, és
az ilyen feszit6fak korében F' éleinek Osszkoltsége a leheto legkisebb.

A bf élt tartalmazé minimalis koltségi feszitéfak megegyeznek a G graf minimalis koltségii feszitofaival
arra a modositott koltségfiiggvényre nézve, amit igy kapunk, hogy a bf él koltségét O-ra véltoztatjuk,
a tobbi él koltségét pedig valtozatlanul hagyjuk. (4 pont)
Az éran tanult Kruskal algoritmust lefuttatva, azaz e mddositott koltség szerint névekvod sorrendben
dontve az egyes élek bevételérél, az dbran lathaté feszitéfat (vagy egy ezzel azonos koltségiit) kapunk.

(5 pont)
A kapott feszitofa éleinek 6sszkoltsége 42, ez tehat a feladat kérdésére a valasz. (1 pont)

4. Tekintsiik azt a G’ irdanyitott grafot, ami az abran lathaté G grafbdl ugy keletkezik, hogy a b csticsra
illeszkedo élek iranyitasat megforditjuk. Lesz-e a G’ grafnak visszaéle minden d-bol inditott mélységi
bejards utan?




Ha a b-re illeszked6 élek iranyitdsat megforditjuk, akkor bfgc irdnyitott kor lesz. (3 pont)
Tanultuk, hogy egy iranyitott graf pontosan akkor aciklikus, ha egyetlen mélységi bejarasa utan sem

keletkezik visszaél. (3 pont)
Ezek szerint a kapott graf barmely mélységi bejarasa soran lesz visszaél, igy a d csicsbdl inditott
mélységi bejarasok mindegyikére is igaz ez. (4 pont)

Ha valaki végrehajt a modositott grafra egy d-bol indiott mélységi bejarast, és megallapitja, hogy van
visszaél, az 5 pontot érdemel, hisz nem bizonyitotta be, hogy a mélységi bejaras még d-bdl inditva is
tobbféleképp futhat le, és csak egy ilyenrdl latta be, hogy visszaélt ad. Ha megprobalja igazolni, hogy
minden lehetséges lefutaskor is ugyanez torténik akkor kaphat még egy pontot, és ha meggy6zden
érvel, akkor persze a teljes pontszam jar.

Hatarozzuk meg az dbran lathaté PERT feladathoz tartozé minimalis végrehajtéasi idot. Kritikus-e az
a csucsnak megfelelo tevékenység?

Az éran tanultak szerint (pl. forrasok egyenkénti torlésével meghatarozzuk a megadott graf csicsainak
egy topologikus sorrendjét. (1 pont)
Konkrétan, f,e,a,b,d, h,g,c egy ilyen sorrend. (2 pont)
Ebben a sorrendben dolgozzuk fel a csiicsokat, és hatarozzuk meg minegyikhez a legkorabbi kezdési
idot. Ugyancsak megjeloljiik azokat az éleket, amelyek az egyes cstucsok legkordbbi kezdési idopontjait

meghatérozzak. (1 pont)
Az dbrén lathat6 értékeket és éleket kaptuk. (4 pont)
A megadott PERT feladthoz tartozo minimalis végrehajtési id6 tehat 42. (1 pont)
Az egyetlen kritikus it pedig az fdbhgc, ezért az a tevékenység nem kritikus, hisz nincs kritikus tton.

(1 pont)

Legyen GG az abran lathaté graf iranyitatlan valtozata, és jelentsék az egyes éleire irt szamok az adott él
koltségét. Van-e G-nek Euler-sétaja? Ha van, akkor hatarozzuk meg, mennyi a legkisebb 6sszkoltsége
egy olyan ttnak, ami G valamely Euler-sétdjanak végpontjait koti ossze.

A G graf (izolalt pontotktdl eltekintve is) Gsszefiiggd, (1 pont)
és az e és d csucsok paratlan fokuak, mig a tobbi cstcs foka péaros. (1 pont)
Ezért az 6rdn tanult tétel szerint G-nek van Euler-sétdja, (2 pont)
és minden ilyen sétanak az e és a d cstcsok a végpontjai. (2 pont)
A feladatunk tehat egy e és d kozott vezeto legrovidebb 1t meghatarozasa, azzal, hogy az élekre irt
szamokat élhosszoknak tekintjiik. (1 pont)
Dijkstra algoritmusaval vagy vmi adhoc érveléssel megmutatjuk, hogy egbcd egy legrévidebb ut a két
vizsgdlt csues kozott, (2 pont)

és ennek hossza (azaz a feladatbeli megfogalmazas szerint 6sszkoltsége) kivételesen nem 42, hanem
csak 13. (1 pont)
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lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
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1. Allapitsuk meg, hany szin kell a bal oldali abran lathaté G graf a,b,c,d, e, f, g, h sorrendben torténo
moho szinfzéséhez. %/Iilyen szint kap ekkor a h cstcs?

a b

dl

Az 6ran tanult mohé szinezés soran a soron kovetkezd csiics mindig az els6 olyan szint kapja, ami

kiilonbozik a mar korabban kiszinezett szomszédai szinétol. (4 pont)
A megadott sorrendben ilyen médon kiszinezve a csucsokat az dbran lathatd szinezést kapjuk. (4 pont)
A szinezéshez tehat harom szinre volt sziikség, (1 pont)
és a h cstcs az 1-es szint kapja. (1 pont)

2. Maximalis nagysagu-e a jobb oldali abran lathaté st-folyam? Ha nem, akkor hatarozzunk meg egy

maximalis nagysagu st-folyam nagysagat.

Az abran jelzett folyam nem maximalis nagysagu, mert a sabefcdt ton tovabbi folyam kiildhet6.

(3 pont)
Az dbra az iménti javité uton torténd javitas utani allapotot mutatja: a kékkel irt szamok a mdédosult
folyamértékek az egyes éleken. Az igy kapott folyam nagysaga 42. (3 pont)
A kapott folyamnak megfelelo segédgrafban s-bél elérheto csicsok halmaza az abran jelolt X pont-
halmaz. Latnivaléan X egy 42 kapacitasu st-vagast indukal. (2 pont)
Ez azt jelenti, hogy a szoban forgé folyam egy maximalis nagysagu st-folyam a vizsgalt hélézatban,

(1 pont)
igy a feladat kérdésére 42 a vélasz. (1 pont)

3. Allapitsuk meg a bal oldali abrén léthat G graf v(G), p(G), a(G) ill. 7(G) paramétereit. (v: ftn élek,
a: ftn pontok, 7: lef pontok, p: lef élek.)

Mivel G' nem tartalmaz hurokélt, (1 pont)
ezért Gallai els6 tétele miatt a(G) + 7(G) = |V(G)| = 8. (1 pont)




Mivel G nem tartalmaz izolalt pontot, (
ezért Gallai mésodik tétele miatt v(G) + p(G) = |[V(G)| = 8. (1 pont
Mivel G-nek van teljes parositasa (pl ab, ce, gh, df) ezért v(G) = 4, (

(

igy Gallai masodik tétele miatt p(G) =8 —4 = 4. 1 pont
Mivel a,e, h a G fiiggetlen pontjai, ezért a(G) > 3. (1 pont
Azonban az abdf hgec korben négy fiiggetlen cstcs csakis a, d, h, e ill. b, f, g, c lehetnek, marpedig a de
ill. ¢f él miatt ezek G-ben nem fiiggetlenck. Ezek szerint o(G) < 4, (1 pont)
azaz az el6z6 megfigyelés miatt a(G) = 3. (1 pont)
Gallai elsé tételébél pedig 7(G) = 8 — 3 = 5 adddik. (1 pont)
4. Sikbarajzolhato-e a bal oldali dbran lathato G graf?
Az ébra a G graf egy K3 s-mal topologikusan izomorf részgrafjat mutatja. (7 pont)
Mivel K33 nem sikbarajzolhato, ezért G sem az. (3 pont)

Ha valaki kimondja a Kuratowski-tételt, és latja, egy topologikus K3 3-at vagy K5-6t kellene keresni,
az 3 pontot kap.

oy =

5. Legaldbb hany pozitiv osztéja van az n pozitiv egésznek, ha n2-nek pontosan 143 pozitiv osztéja van?

Legyen n = p{'-...-pp* az n kanonikus alakja. Ekkor n? kanonikus alakja n = p?o‘l e piak. (2 pont)
Az 6ran tanultak miatt n? pozitiv osztéinak szdma 143 = d(n?) = (2a1 + 1) ... (204 + 1). (3 pont)
Mivel 143 kanonikus alakja 143 = 11 - 13, ezért n? kanonikus alakja vagy n? = p'4? vagy n? = p'°. ¢'2.

(2 pont)
Innen vagy n = p’! vagy n = p° - ¢5, (1 pont)
vagyis vagy d(n) =71+ 1="72vagy d(n) = (5+1)- (6 +1) =42. (1 pont)
A kérdésre a viélasz tehat 42 (1 pont)

Tegyiik fel, hogy a GG paros graf minden A szinosztalybeli csticsanak fokszdma 6, mig minden B szin-
osztélybelié 4. Hatarozzuk meg a G-beli fiiggetlen élek maximalis szdmat, v(G)-t, ha a B szinosztaly
63 cstcsbol all.

Mivel GG minden élének pontosan egy A-beli és pontosan egy B-beli végpontja van, ezért G élei szama
megegyezik az A-beli ill. a B-beli csicsok fokszamdosszegével: 6 - |A| = |E(G)| =4 |B| =4-63 = 252,

(2 pont)
ahonnan |A| = % =20 =42, ( )
A G péros graf, igy Konig tétele szerint v(G) = 7(G). (2 pont)
Az A szinosztély lefogd ponthalmaz, ezért 7(G) < 42. ( )
Masrészt ha U egy lefogd ponthalmaz, akkor 252 = |E(G)| < Y-, ., d(v) < |U]-A(G) = 6-|U| adddik.

(1 pont)
Ezek szerint |U| > 22 = 42, vagyis 7(G) > 42. (1 pont)
Mindezt osszevetve v(G) = 7(G) = 42 a feladat kérdésére a vélasz. (1 pont)
Az els6 4 pont utén igy is folytathaté a megoldas:
A maximalis parositds méretére v(G) < |A| = 42 trivialisan teljesiil. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy van A-t fedd parositas G-ben. A Hall tétel miatt ehhez csak a Hall-feltétel telje-
siilését kell A-ra ellenérizni. (2 pont)

Legyen most X C A. Ekkor ha F(X) jeloli az X-bél indulé élek halmazat, akkor E(X) C E(N(X))
miatt 4 - [N (X)| = [E(N(X))| = |[E(X)| = 6 - |X], vagyis | X| < §IN(X)] < [N(X)]. (2 pont)
Ezek szerint v(G) > |A| = 42, ahonnan a korabbi megfigyelés miatt v(G) = 42 adddik. (1 pont)



