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Tudnival6k

Def: A G graf sikbarajzolhato (sr), halétezik G-nek olyan diagramja, amiben az éleknek megfelels
gorbék (torottvonalak) csak végpontokban metszhetik egyméast. Az ilyen tulajdonsagu diagramot
sikbarajzolt grdfnak hivjuk. A sikbarajzolt graf a sikot tartomdnyokra (lapokra) osztja. Lesz egy
végtelen tartomény, az tn. kilsd tartomény. Gombre rajzolédson lényegében ugyanezt értjiik, csak
stk helyett a gomb felszinén dolgozunk, kiils6 tartomany nincs.

Tétel: A G graf pontosan akkor sikbarajzolhato, ha gémbre rajzolhato.

Kov.: Tetszéleges konvex poliéder élhaloja sikbarajzolhato.

Hasznos 0Osszefiiggés (dualis HSL): Ha egy G sikbarajzolt grafnak e éle van, és az egyes
tartoményait [q,ls,...,[; él hatarolja, akkor 2e = Zﬁzl l;. (Multiplicitassal szamolunk: Ha egy wv
él mindkét oldalan ugyanaz a t; tartomany fekszik, akkor uv-t kétszer szamoljuk [;-be.)

Tétel: Ha G sr, n csiicsa, e éle, kK komponense és t tartomanya van, akkorn +t=e+k+1 .

Ko6v.: (1) Ha G sr, akkor barmely sikbarajzolasanak ugyanannyi tartoménya van.

(2) (Euler-formula) Ha egy 6f sr grafnak n pontja, e éle és t tartomanya van, akkor n+t¢ = e+2.

(3) Ha G egyszert, legalabb 3-pontu, sr graf, akkor e < 3n —6 .

(4) Ha G-nek haromszoglapja sincs, akkor még e < 2n — 4 is igaz.

(5) Ha G sr és egyszert, akkor van legfeljebb 5-6dfoku cstcsa, azaz §(G) < 5.

(6) Sem K3, sem K33 nem sikbarajzolhato.

Def: A G és H gréafok topologikusan izomorfak, ha H megkaphatd G-bdl az alabbi lépésekkel:
(1) Torliink egy uv élt, és bevesziink egy 1j cstcsot, u és v szomszédokkal.

(2) Torlink egy masodfoki x cstcsot, és éllel 6sszekotjiik = két szomszédjat.
Ha csak az (1) operéciot alkalmazzuk G-re (tetsz. sokszor), akkor G egy soros bévitését kapjuk.

Kuratowski tétel: A G graf pontosan akkor sr, ha G nem tartalmaz sem K3 s-mal, sem Ks-tel
topologikusan izomorf részgrafot (azaz K3 ill. Ky soros bévitését).

Fary-Wagner tétel: Ha G egyszeri és sr graf, akkor 1étezik G-nek olyan sikbarajzolt diagramja,
amiben minden él egyenes szakasz.

Otszintétel: Ha G sikbarajzolhato, akkor x(G) < 5. Négyszintétel: Ugyanez, 4-gyel.

Gyakorlatok

1. Hany csticsa van egy olyan of sikbarajzolhato grafnak, aminek harom héromszoglapja, hdrom
négyszoglapja és egy otszoglapja van? (v')
2. Egy 20-cstcsu poliédernek 12 lapja van, mindegyik & oldala sokszog. Mennyi a k értéke? (v')

3. Egy konvex test minden lapja négyszog vagy nyolcszog és minden pontban pontosan harom
lap talalkozik. Mennyi a négyszog- és nyolcszoglapok szamanak kiilonbsége?

4. Legyenek v, vs,...,v7,vs5 a G graf csucsai, és pontosan akkor legyen v; és v; kozott él, ha
i? — 1-nek és j2 — 1-nek van 1-nél nagyobb kozds osztoja. Rajzoljuk le G egy attekinthetd
diagramjat, valamint dontsiik el, hogy G sikbarajzolhato-e. (v') (ppZH ’12)

5. Sikbarajzolhatok-e a Kg, K42, Ka3, K5 — €, K33 — e grafok? Hat az alabbiak?
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6. Van-e olyan 9-pontt G graf, hogy sem G sem a G komplementere nem sikbarajzolhat6?(V '01)

~

Van-e olyan 8-pontt G graf, hogy mind G, mind pedig a G komplementergraf sikbarajzolhat6?

8. Igazoljuk, hogy ha egy egyszert G grafnak legalabb 11 csticsa van, akkor G és G koziil legalabb
az egyik nem sikbarajzolhato.

9. Tegyiik fel, hogy G olyan 6sszefiiggs, sikbarajzolt graf, amelynek 14 tartoménya van, minden

csticsanak fokszama 3 vagy 6, és a harmadfoku csucsok szama kétszerese a hatodfoktakénak.

Hany cstucsa és hany éle van G-nek?
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Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyszerii G gréf sikbarajzolhato, akkor a pontjainak legfeljebb a
fele lehet 10-nél nagyobb fok. (pZH ’14)
Abszurdisztan adohivatala egy papirfecnin szerzett értesiilés nyoméan szeretne felderiteni bi-
zonyos AFA-csalasokat. A szovevényes biiniigy felgongyolitéséhez elkészitettek egy G grafot,
melynek pontjai a gyaniis cégeknek felelnek meg és G két csiicsa kozott akkor fut él, ha a két
szoban forgd cég egyike szamlat allitott ki a méasiknak. Az adatok gondos analizise nyoméan az
deriilt ki, hogy minden gyanis cégnek legaldbb hat mésik gyanis céggel volt mar kézos szam-
lazasi igye. A nyomozas sikerének pedig az a kulcsa, hogy ez a GG graf atlathato legyen, azaz,
hogy G-t gy lehessen lerajzolni egy datummal, pecséttel és alairassal ellatott okmanyra, hogy
élek belss pontban ne keresztezzék egymast. (Ha ugyanis eredménytelen marad a probalkozas,
akkor sajnos képtelenség felderiteni az csalasokat.) Sikeriil-e vajon nyakon csipni az elvetemiilt
biinézéket? (ZH '14)
Egy mezdn k haz és k kut all. Minden héaztol pontosan 4 (kiilonb6z6) kiuthoz vezet tt (méghozza
kozvetleniil, vagyis mas hazak vagy kutak érintése nélkiil). Mutassuk meg, hogy biztosan van
két olyan ut, amelyek keresztezik egymést!

Bizonyitsuk be, hogy nem létezik 5 olyan orszag, amik paronként szomszédosak!

A Kj; 5 grafot ugy rajzoltuk le a sikra, hogy az élek torottvonalak, és egy ponton legfeljebb két
él metszi egymast. Bizonyitsuk be, hogy ekkor legalabb 9 élmetszéspont keletkezik. Mutassuk
meg, hogy Kjq lerajzolasakor legalabb 42 élmetszéspontot kapunk. (1*)

Mutassuk meg, hogy ha a G sikbarajzolt graf minden lapjat paros szamu él hatarolja, akkor
G péaros graf.

Legfeljebb hény éle és hény tartomanya lehet egy olyan egyszert, n pontd, sr G grafnak,
aminek van olyan lapja, ami G minden csiicsat tartalmazza a hataran?

Ha G n > 3 pontu, egyszert, sikbarajzolhato graf, akkor

(a) G egyuttal toruszra is rajzolhato;

(b) ha G-nek 3n — 6-nal kevesebb éle van, akkor behtuzhato G-be 1j él ugy, hogy tovabbra is
egyszert, sikbarajzolhato grafot kapjunk;

(¢) G-nek van legfeljebb harmadfoku csiicsa vagy G tetszéleges sikbarajzolasanak van harom-
szoglapja. (ZH '01)

Mutassuk meg, hogy a K5, Ks, K7 és a K33 grafok mindegyike toruszra (tszogumira) rajzol-
hato. Bizonyitsuk be, hogy ha a GG graf sikbarajzolhatd, és G-be behtizunk egy e élt, akkor a
kapott G + e graf toruszra rajzolhato.

Igazoljuk, hogy ha G olyan Osszefiiggd, sikbarajzolt graf, amelyben minden fokszam péros,
akkor GG tartomanyai kiszinezhetSk sakktablaszerten két szinnel tigy, hogy az élben szomszédos
tartomanyok szine egymaéstol kiilonb6zs legyen. (1)



