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Tudnival6k

Def: A H graf a G feszitdfdja, ha H a G feszit6 részgrafja (azaz V(H) = V(G)) és H fa.

Allitas: Tetsz. G grafnak pontosan akkor van feszitéfaja, ha G Osszefiiggs.

Def: Ha G = (V,FE) egy graf és k : E — R az éleken értelmezett koltségfiiggvény, akkor G
tetszoleges G’ részgrafjanak koltsége a G'-beli élek Osszkoltsége.

Kruskal (mohd) algoritmus: Input: G = (V| E) sszefiiggs graf és k : E — R, ktgfiiggvény.
Output: a G egy miniméalis koltségd feszit6fajanak F élhalmaza. Miikodés: Legyen Fy = (), és
E ={ej,eq,...,en}, ahol k(e) < k(ez) < ... < k(en). Az output F' = F,,, ahol
P F, U{e;} ha F; U {e;} kérmentes

R W) ha F; U {e;} tartalmaz kort.

Tétel: A Kruskal algoritmus altal kiszamitott F' élhalmaz a G egy min koltségi feszitéfaja.

Def: A G = (V, E) iranyitott graf egy bejdrdsdn a V-beli csticsok aldbbiak szerinti végiglato-
gatasat értjiik. Minden v csiics allapota kezdetben eléretlen, majd id6vel v elértté valik, a bejaras
végére pedig befejezett lesz. A bejaras egy altaldnos lépése az alabbi.

1. Ha van elért csucs, valasztunk egyet, mondjuk u-t. Ha van olyan uwv él, amire v eléretlen,
akkor v elértté valik (mégpedig az uv él mentén). Ha nincs ilyen uwv él, akkor u befejezetté valik.

2. Ha nincs elért csucs, de van eléretlen, akkor egy eléretlen csticsot elértté tesziink.

3. Ha nincs se elért, se eléretlen csucs, azaz minden csics befejezett, akkor a bejaras véget ér.

A bejaras soran kialakul a cstucsok egy elérési ill. egy befejezési sorrendje, tovabba minden cstcs-
hoz feljegyezziik azt is, hogy melyik él mentén értiik el (ha van ilyen él). Ez utobbi élek az un. faélek,
és a bejaras fdjat alkotjak (ami egyrészt irdnyitott, masrészt pedig erds). A G graf tovabbi uv éle
eloreél, ha u a bejaras fajaban a v Gse, visszaél, ha u a v leszérmazottja, egyébként pedig keresztél.

Iranyitatlan graf bejarasa ugy torténik, hogy minden élt oda-vissza iranyitott élnek tekintiink.

Kov.: Iranyitatlan graf bejardsa utan az eléreélek megegyeznek a visszaélekkel.

Def: A szélességi bejards (BES) inputja a G = (V, E) graf és egy r gyokércstucs. A szélességi
bejaréas soran az r csicsot méar a legelején elértnek tekintjiik, valamint azt a tovabbi szabalyt kove-
teljik meg, hogy a lehets legkorabban elért csucsbol probaljuk a soron kovetkezének elért cstucsot
elérni. A bejarashoz tartozo fa neve szélességi fa.

Megfigyelés: (1) Szélességi bejaras soran az elérési sorrend megegyezik a befejezési sorrenddel.
(2) Ha vy, vs,. .., v, a szélességi bejaras soran az elérési sorrend és i < j < k < £, akkor v,y € E(G)
esetén v;v, nem lehet faél, azaz grafél nem ugorhat at faélt.

Ko6v.: (1) Szélességi bejaras utan nincs eldreél.

(2) A BFS bejaras faja az r cstucsbol minden méas csicsba a G graf egy legrévidebb (legkevesebb
élbal allo) legrovidebb tutjat tartalmazza, azaz tetszdleges v cstics G-beli tavolsaga r-t8l megegyezik
az r gyokerid szélességi fan mért tavolsaggal.

Tétel: A szélességi bejaras lépésszama legfejlebb konst-(n+m), aholn = |V(G)| és m = |E(G)|.

Gyakorlatok

1. Adott egy négyzet négy csiicsa a sikon. Hogyan lehet a lehetd legrévidebb Osszhossziisédgi
vonalat meghiizva elérni azt, hogy a meghtzott vonalakat kovetve a négy csiics barmelyiébdl
el lehessen jutni minden masik csticsba?

2. Hany feszit6faja van annak a grafnak, amelynek cstcsai 5
ur, ug ill. vi,v9, ..., v,, és élei az Osszes lehetséges u;v;
péarok, ahol : = 1,21ill. j =1,2,...,n?

3. Keressiink a jobb oldali abran lathato grafban minimalis <45
koltségii feszitéfat! Hany minimalis koltségi feszitéfaja
van a grafnak?

4. Adott a G = (V, F) graf és az élein egy k : F — R, koltségfiiggvény. Tegyiik fel, hogy
ismeriink a G — e grafon egy minimalis koltségii F' feszit6tat. Hatarozzuk meg a G grafnak egy
olyan minimaélis koltségi feszit6fajat, amelynek F-fel a lehetd legtobb kozos éle van.
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A jobb oldali abran lathato G = (V, E) graf élei a fel-
jitando utszakaszokat jelentik. Minden élén két kolt-
ség van: az olcsobbik az egyszerd felujitdas koltsége, a 20
dragabb pedig ugyanez, kerékparut épitéssel. A cél az

Osszes utszakasz felujitdsa gy, hogy Osszefiiggs kerék- 15 18
partthalozat épiiljon ki, amelyen G minden pontja elér- p ' ' (0 Oh
hets. Hatarozzunk meg egy lehets legolcsobb felajitasi
tervet, ami teljesiti ezt a feltételt. (ZH'15)

. Abszurdisztan korméanya tendert ir ki n telepiilésnek a helyi vizmiire térténé racsatlakoztata-

sara. Minden ajanlat két telepiilés (vagy egy telepiilés és a vizmi) kozott kiépitends vezeték
koltségét tartalmazza. Tudjuk, hogy a kormany tugy valasztja ki a megépitends vezetékeket és
az azokat épitd egyes vallalkozasokat, hogy a lehetd legolcsobban csatlakozzon az n telepiilés
a vizmithoz. Cégiink kiilonféle homélyos tizletek nyélbeiitésével lényegében ingyen meg tudné
épittetni a Ratot és Piripocs kozti vezetéket. Raadasul minisztériumi kapcsolatunk, Mutyi
bacsi elarulta nekiink az Osszes beérkezett ajanlatot. Hogyan arazzuk a sajat Ratot-Piripocs
ajanlatunkat, hogy a lehets legnagyobbat szakitsuk?

Bizonyitsuk be, hogy ha a G = (V, E) graf minden élének kiilonboz6 a koltsége, akkor G
minimalis koltségl feszit6faja egyértelmd.

. Adott a G = (V, E) graf és az élein egy k : ' — R, koltségfiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy G

minden egyes minimélis koltségii F' feszitGfaja outputja lehet a Kruskal algoritmusnak alkalmas
(koltség szerint monoton névekvs) élsorrend esetén.

Milyen k pozitiv egészekre adhaté meg olyan 2000 éld és 2000 csticst Osszefiiggs graf, amire
igaz a kovetkezd: G-ben a 2000 él koziil adhato egynek 2 egységnyi, 1999-nek 1 egységnyi sily
gy, hogy a G-bdl kivalaszthato kiilonb6z6 minimalis stilyt feszit6fak szama éppen k legyen?
(A feszit6fak megkiilonboztetésekor a graf csucsait cimkézettnek tekintjiik.) (V'99)

Torpfalvan kitort a jarvany: csuf korsag fertézott meg néhany torpot. Szerencsére a betegség-
bél minden torp egy nap alatt meggyodgyul, és ezutan egy napig immunissa valik, am sajnos
ezt kovetGen tdjra fert6z6dhet. Kellemetlen, hogy a torpok még betegen sem adjék fel azt a
megrogzott szokasukat, hogy minden egyes nap minden baratjukat meglatogatjak. Marpedig
ha beteg és nem immunis torp talalkozik, az utébbi bizonyosan megfert6zédik. Mutassuk meg,
hogy ha Torpfalvan 100 torp él, akkor a jarvanynak a kitorését kovets 101-dik napon mar
bizonyosan vége van. Legfeljebb hany napig tarthat a jarvany akkor, ha a térpok idékézben
djabb ismeretséget is kothetnek?

Rajzoljunk egy Osszefiiggé G irdnyitatlan grafot, valasszuk ki egy v csiicsat gyokérnek majd
hatarozzuk meg, hogy legfeljebb hany keresztél keltkezhet a G graf egy v gyokérbdl inditott
BF'S bejarasa utan. (ZH ’17 alapjan)

Gyakoroljuk a BFS algoritmust iranyitott grafon olyan r gyckércsiicsbol indulva, ahonnan nem
érhetd el G minden cstcsa iranyitott tton.
A fels6 abran lathato valamely G graf egy szélességi faja. Hon- %—bT c
nan indulhatott a bejarés, ha tudjuk, hogy b és ¢ szomszédosak e f
G-ben? (pZH'14)
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Az als6 abran lathato az egyszert, iranyitatlan G graf ¢ gyokérbdl
inditott szélességi bejarasa utan kapott F' feszitéfa. Tudjuk, hogy
az e cstcs G-beli fokszama 7. Hatarozzuk meg a G graf e-bél induld a

, b ¢ d
éleit. (pZH'15) o—o0
Adjunk hatékony algoritmust, aminek a bemenete egy n cstcsi e S gl h

Osszefiiggd iranyitatlan graf, a kimenet pedig egy olyan gréfesiics, . L ZI
amibdl minden més csucs lefeljebb n/2 éli uton elérhetd. ¢ o
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Tegyiik fel, hogy a G iranyitatlan graf tetszdleges szélességi kere- m{ n O\jﬁ
séssel kapott feszitéfaja csillag. Mit lehet mondani G-r617



