A Szamitastudomany alapjai
2. ZH javitékulcs (2018. 11. 23.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Mennyi a bal oldali dbrén ldthaté G graf x(G) kromatikus szdma?

a b
Az éran tanultak miatt x(G) > w(G), azaz a kromatikus szamra alsé b 4@
becslés a maximalis klikkméret. (1 pont)
A G graf kozéps6” négy csucsa egy 4-pontu klikket alkot, ezért 4 <
w(G) < x(G), tehat a legalabb 4 szin sziikséges G szinezéséhez. (4 pont)

Az dbran lathato a G gréaf egy 4 szinnel torténd szinezése, (3 pont)
azaz xX(G) < 4. (1 pont)
Ezt az el6z6 becsléssel Osszevetve y(G) = 4 addédik a kromatikus szdmra.
g h
(1 pont) " O O

2. Van-e a jobb oldali dbréan lathato halézatban 42-nél kisebb kapacitasu st-vagas?

Maximalis nagysagu folyamot keresiink az éran tanult Ford-Fulkerson algoritmus segitségével. Az
aktualis segédgraf néhany st-iutja mentén torténd javitdasok utan az abran lathato, 41 nagysagu f
folyamot kapjuk. (A nagyobb méretben (kékkel) szedett szamok az f folyam értékét jelzik az adott
élen, ha egy e élen nincs ilyen szdm, akkor f(e) = 0.) (5 pont)
A folyamot egyébként ugy kaptuk, hogy sorra
az sdft (17), saect (10), sabft (9), saeft (5)
utakon javitottunk, zardéjelben a javitas soran
elkiildott folyam nagysédga 4ll. (0 pont)
Az f folyamhoz tartozo segédgratban s-bol el-
érhet6 pontok X halmaza altal meghatarozott
st-vagés szintén 41 kapacitasu. (4 pont)
Azt kaptuk, hogy létezik a megadott halozat-
ban 42-nél kisebb kapacitasu st-vigés. (1 pont)

(A teljes értékii megolddshoz nem sziikséges, hogy a hallgaté megindokolja, hogyan talélt 41 kapacitdsi
st-vagast. Ha azonban nincs indoklés, és a vagéas hibas, akkor az nem visz kozelebb a megoldashoz,
arra tudunk csak pontot adni, ha kideriil, hogy a hallgaté érti, mi az st-vagas, ill. annak a kapacitasa.
Ha szerepel a folyamalgoritmus, de valamit elszamol a hallgatd, akkor viszont jar részpontszam. Az
is teljes értékii megoldas, ha valaki megtalalja a 41 nagysagu folyamot, helyesen igazolja (de st-végas
nélkiil) annak maximalitdsat, valamint hivatkozik a Ford-Fulkerson-tételre.)

3. Legyenek A és B a G péros graf szinosztélyai. Tegyiik fel, hogy |A| = 100, |B| = 200, d(a) > 70
minden a € A és d(b) > 30 minden b € B csicsra. Igazoljuk, hogy G-nek van A-t fed6 pérositasa.

A Hall-tétel szerint pontosan akkor van A-t fed6 parositas, ha A-ra teljesiil a Hall-feltétel, azaz ha
|IN(X)| > | X]| teljesiil az A szinosztdly minden X részhalmazara. Ezért csupan a Hall-feltétel teljesti-

1ését kell ellendrizniink, és pontosan ezt tessziik a tovabbiakban. (2 pont)
Ha | X| < 70, akkor |N(X)| > d(v) > 70 > |X|, ahol v egy X-beli tetsz6leges csics. A Hall-feltétel
tehat fennall ekkor. (3 pont)

Ha pedig | X| > 70, akkor |A\ X| < 30, ezért mind a 200 db B-beli csticsnak van X-beli szomszédja,
tekintettel arra, hogy minden B-beli fokszam legalabb 30. (3 pont)




Ezért N(X) = B, azaz |[N(X)| = |B| = 200 > |X|. A Hall-feltétel tehét ismét teljesiil, és ezzel a
feladat &llitasat igazoltuk. (2 pont)

(Az X = () eset ellenérzése hidnyzik a fenti bizonyitdsbdl (a Hall-feltétel persze ilyenkor szupertrividlis),
de ezzel nem piszmogunk, teljes pontszam jar enélkiil is.)
. Sikbarajzolhaté-e a bal oldali abran lathato graf?

A Kuratowski-tétel szerint pontosan akkor sikbarajzolhato egy gréaf, ha részgrafként nem tartalmazza

sem a K33, sem a Kj egy felosztasat. (2 pont)
A bal oldali dbra egy felosztott K3, mig a jobb oldali egy felosztott K33 részgrafot mutat. (Elegend6
az egyiket megtaldlni.) (7 pont)
Ezé&rt a kérdezett graf nem sﬂb(barjazolhaté. (1 pont)

O

Az els6 2 pont megszerezhetd azzal az indokldssal is, hogy a felosztott K5 (ill. K5 3) nem sikbarajzolhaté
az oran tanultak szerint.

. Milyen maradékot ad 33-mal osztva az x egész szam, ha 12 az x 5-szorosének 33-as osztdsi maradéka?

A feladatbeli kérdés az

bz = 12(33) linedris kongruencia modulo 33 megoldédséval ekvivalens (2 pont)
A T-tel szorzas ekvivalens dtalakitds, innen

35z = 84(33) adddik, ami mod 33 attéréssel

2x = 18(33) alakot 6lt. (2,33) = 1 miatt 2-vel osztva nem valtozik a modulus, igy kapjuk a kongruencia
x = 9(33) megoldasat. (7 pont)
A feladat kérdésere a valasz tehat, hogy az x egész 33-as osztasi maradéka 9. (1 pont)

Aki felirja a linedaris kongruenciat, és a megoldhatdsagra vonatkozo tételbdl levezeti, hogy pontosan
egy megoldas van mod 33, az 6sszesen 3 pontot kap. Természetesen mas, elméletileg helyes modszerrel
(pl az Euklideszi algoritmuson alapuléval) torténé helyes megoldas is teljes pontszamot ér.

. Tegyiik fel, hogy a G paros gréf, és tegyiik fel tovabbd, hogy 7(G’) = 7(G) teljesiil minden olyan G’
paros grafra, amely G-bdl egy tjabb él behuzasaval jon 1étre. Igazoljuk, hogy G kisebbik szinosztalyara
teljesiil a Hall-feltétel.

A Kénig-tétel miatt minden, a feladatban leirt G’ paros grafra 7(G') = v(G') teljesill, és persze
7(G) = v(G) is igaz. (3 pont)
Ezért a feladatbeli feltétel azt mondja ki, hogy barhogyan is hizunk be egy tjabb élt a graf paros
tulajdonsdgdnak megtartasaval, a fiiggetlen élek maximalis szdma (azaz a maximalis méretii parositds
mérete) ett6l nem novekszik. (2 pont)
Ha G maximalis parositdsa nem fedné valamelyik szinosztalyt, akkor be lehetne hiizni G-be tjabb élt
a parossag megtartasaval igy, hogy a maximalis parositas mérete névekedjék. Am a feltétel miatt ezt
nem tudjuk megtenni, ezért valamelyik (értelemszertien a kisebbik) szinosztalyt teljes mértékben fedi

G barmely maximalis parositésa. (2 pont)
A Hall-tétel miatt viszont a kisebbik szinosztalyt pontosan akkor fedi minden maximalis parositds, ha
arra teljesiil a Hall-feltétel. (2 pont)

Ez pedig a feladat 4llitdsat igazolja. (1 pont)



