A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékulcs (2018. 10. 19.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Az 1,2,...,9 szamokat hanyféleképp lehet tigy sorbarendezni, hogy az els6 5 szam novekedo, az utolsd
5 szam pedig csokkend sorrendben &lljon?

A feladatban leirt tulajdonsagu sorrend 5-dik elemének a sorrendbeli legnagyobb szamnak, a 9-nek

kell lennie. (2 pont)
A sorrendbeli elsé 4 szam tehat az {1,2,...,8} halmazbdl keriil ki, (2 pont)
amire (;) lehetdség kinalkozik. (3 pont)
Figyeljiik meg, hogy e (i) lehetoség mindegyikéhez pontosan egy leszamlalandé sorrend tartozik:

(1 pont)
a kivalasztott 4 szamot ndvekvd sorrendbe allitjuk, folyatjuk a 9-essel, majd a maradék 4 szam ko-
vetkezik, csokkend sorrendben. (1 pont)
A fent emlitett (i) lehetOség tehat kolesonosen egyértelmiien megfelel az egyes leszamlalandé sorren-
dektnek, a feladat kérdésére tehat (3) a valasz. (1 pont)

2. Tegyiik fel, hogy a 22-¢li G graf élei igy vannak pirosra és zoldre szinezve, hogy mind a piros, mind
a zold élek G egy-egy feszitofajat alkotjak. Hany éle van a G komplementergafnak?

Mivel minden fanak eggyel kevesebb éle van, mint a csicsai szama, ezért G mindkét feszitéfajanak

egyenként 11 éle van, (2 pont)
és G csucsainak szdma pedig pontosan 12. (2 pont)
A 12 pontu teljes graf élszama (122) = 66, (4 pont)
ezért a G komplementergrafnak pontosan 66 — 22 = 44 éle van. (2 pont)

3. Legyen G a bal oldali abran lathat6 graf iranyitatlan véaltozata, az élekre irt szamok az adott él meg-
épitésének koltségét jelentik. Taldljuk meg G egy minimalis koltségi feszitofajat. Legfeljebb mennyire
novelhet6 a be él megépitési koltsége gy, hogy G-nek legyen egy legfeljebb 42 6sszkoltségi feszitofaja?

Az éran tanult Kruskal algoritmus segitségével (az éleket novekvé koltség szerint vizsgélva, és meg-
épitve, amennyiben nem hoz létre kort a kordbban megépitett élekkel) az abrdn megvastagitott élekkel

megadott minimdlis koltségii feszitofat kapjuk. (5 pont)
Ennek 6sszkoltsége 36. (1 pont) 10 b 2

Ha a be él koltsége 7-re no, akkor az iménti feszitofa koltsége 42

lesz, tehat a 7 koltség még megengedett. (1 pont)

Ha azonban a be él koltsége 7-nél csak egészen kevéssel tobb len-
ne, akkor a Kruskal algoritmus még mindig ugyanezt a fat talalna
meg, de az 6sszkoltség igy mar meghaladna a 42-t. Tehét ha a be
él koltsége 7-nél tobb, akkor a minimalis koltségl feszitéfa kolt-
sége tObb 42-nél, vagyis nem épitheto legfeljebb 42 6sszkoltséggel
feszitofa. (2 pont)
Ezért a feladat masodik kérdésére pontosan 7 a vélasz. (1 pont)

4. Legyen G a bal oldali abran lathaté iranyitott graf, az élekre irt szamok az adott él hosszat jelentik.
Van-e olyan, a c gyokérbe befelé iranyitott feszitéfdja G-nek, amely minden x cstucsbdl tartalmazza G
egy legrovidebb zc-utjat? Ha van ilyen fa, akkor hatarozzunk is meg egyet.

Ha megforditandank minden él iranyitasat, akkor az igy kapott grafban keresnénk legrovidebb utat c-
bol minden mas csucsba, igy a feladat kérdése annak felelne meg, hogy van-e az igy konstrualt grafban




egy c-gyokérii legrovidebb utak faja. (2 pont)
A Dijkstra-algoritmusrol tanultak szerint — tekintettel arra, hogy nemnegativak az élhosszok — a Dijk-

stra algoritmus outputként éppen ilyen fat szolgaltat. (2 pont)
Ezért a feladat elsé kérdésére igenlé a valasz. (1 pont)

Ilyen konkrét fat pedig igy tudunk konstrualni, hogy lefuttatjuk
Dijkstra algritmusat a megforditott élekkel megadott gréafra a c
gyokérbol. (1 pont)
Az éran tanult médszerrel ezt megtettiik: ennek soran a csiucsok
c,b,e, h, f,d,i,a,g sorrendben keriiltek az U; (KESZ) halmazba,
és az egyes csucsok melleti szam az adott csicstol adja meg c
tavolsagat. A megvastagitott élek pedig azt jelzik, melyik élmenti
javitas allitotta be az él kezdopontjara a fenti tavolsagot. Ezen
megvastagitott élek alkotjak a keresett legrovidebb utak fajat.

(4 pont)

. Tegyiik fel, hogy G egyszerti graf, és fokszamsorozata 8,8, 4,4, 4, 3, 3, 2, 2. Igazoljuk, hogy G-nek nincs

Hamilton-kore.

A kérdezett grafnak 9 cstcsa van, és ebbdl két cstics fokszama 8, azaz minden mas cstccsal Gssze

vannak kotve. (3 pont)
Ha tehat e két cstcsot toroljiik a grafbol, akkor az igy kapott G’ graf fokszamsorozatara 2,2,2,1,1,0,0
adodik. (3 pont)
Ez azt jelenti, hogy két izolalt pont mellett lesz még legaldbb egy komponense G'-nek, (1 pont)
azaz GG-bol két alkalmas csics elhagyasaval legalabb harom komponens keletkezik. (1 pont)
Ezért a Hamilton-kor 1étezésére tanult sziikséges feltétel nem teljesiil G-re, igy G-nek bizonyosan nincs
Hamilton-kore. (2 pont)

Legfeljebb hany éle lehet annak az egyszerii G grafnak, amelynek barmely BFS bejaras utan kapott
feszitofaja izomorf a jobb oldali abran lathaté graffal?

A BFS bejaras definiciéjabdl adédéan a BFS bejaras utéan kapott széles- a b
ségi fa gyokerének fabeli fokszdma megegyezik a grafbelivel. (2 pont) O——0O
Ezért a G grafnak nem lehet 3-nédl nagyobb foku csicsa (2 pont)

Mivel G-nek 8 csicsa van, ezért a G-beli fokszamosszeg legfeljebb

8.3 =24, (1 pont) (\c md
ezért a handshake lemma miatt |E(G)| = %ZvGV(G) d(v) <12.(1pont)

Konnyen lathato, hogy a kocka csicsai és élei alkotta graf barmely szé-

lességi faja izomorf a megadott faval, vagyis van olyan 12-éli, egyszerti

graf, amely megfelel a feladatbeli feltételnek. (3 pont) f g

A feladat kérdésére a valasz tehat pontosan 12. (1 pont) O



