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4. gyakorlat Osszeallitotta: Fleiner Tamés (fleiner@cs.bme.hu)

Tudnival6k

Def: Adott G = (V, E) (ir) graf és egy { : E — R élhosszfv. Egy G-beli (ir) ut hossza az 1t
éleinek Osszhossza, dist(u,v) pedig az (ir) uv-utak kozil a legrévidebb hosszat jeloli. Az ¢ hosszfv
konzervativ, ha nincs G-ben negativ 6sszhosszi (ir) kor.

Def: Adott G = (V, E) (ir) graf, r € V ésegy £ : E — R élhosszfv. A d: V — R fiiggvényt
(r,0)-felsé becslésnek nevezziik, ha d(v) > dist(r,v) teljesiil G minden v cstucsara. Az e = vw €l
menti javitds azt jelenti, hogy a d(w) értéket a min{d(w), d(v) + £(vw)} értékkel helyettesitjiik.

Megfigyelés: (1) Tetsz. (r, {)-fels6 becslés élmenti javitas utéan is (r, £)-fels6 becslést marad.
(2) Ha élmenti javitas nem tud valtoztatni a d (r, £)-fels§ becslésen, akkor d(v) = dist(r,v) Yv € V.

Dijkstra-algoritmus Input: G = (V, E) (ir) graf, ¢ : E — R, nemneg hosszfv, r € V' gyoker.
Output: dist(r,v) minden v € V-re és egy ,legrovidebb utak faja’. Mikodés: Kezdetben Uy := 0,
d(r) = 0és v # r esetén d(v) = oo. Az algoritmus i-dik fazisaban (i = 1,2,...) a kévetkezd torténik.
1. A legyen u; az a v csucs a V' \ U;_; halmazbol, amelyre d(v) minimalis és legyen U; := U;_; U {u;}.
2. Végezziink él menti javitasokat minden U;-bé6l kivezets w;x élen. 3.i:=1+1
Ha |V| = n, akkor az n-dik fazis utén dist(r,v) = d(v) teljesiil minden v € V-re. Ha minden r-t6l
kiilonb6z6 v cstucshoz feljegyezziik, melyik élmenti javitasbol szarmazik a végss d(v) érték, akkor az
igy megjelolt élek alkotjak a legrévidebb utak fajat.

Megfigyelés: Ha d a végss (r, £)-fels6 becslés, akkor (1) d(w;) < d(ujr1) V1 <i<n-re
(2) d(uy) < d(ug) <...<d(u,), valamint (3) Elmenti javitas nem véltoztat d-n.

Ko6v.: A Dijkstra algoritmus helyesen miikodik, és lépésszama legfeljebb konst - n?.

Ford-algoritmus Input: G = (V| E) (ir) graf, £ : E — R konzervativ hosszfv, r € V gykérpont.
Output: dist(r,v) minden v € V-re. Mikodés: Legyen E = {e1,es,...,em}. Kezdetben legyen
d(r) = 0 és v # r esetén d(v) = oco. Az i-dik fazis i = 1,2,...,n — 1 esetén abbol all, hogy
elvégezziik az ey, ey, ..., e, élek menti javitasokat. A végén az output dist(r,v) = d(v) minden v-re.

Allitas: (1) A Ford algoritmus i-dik fazisa utan dist(r,v) = d(v) minden olyan v-re, ahova van
legfeljebb i élii legrévidebb tt v-bél. (2) A Ford algoritmus lépésszama legfeljebb ¢ - n3. (3) Ahogy
Dijkstra esetén, itt is legrovidebb utak fajat alkotjak a végss d(v) értékeket beallito élek.

Floyd-algoritmus Input: G = (V, E) (ir) graf, £ : E — R konz. Output: dist(u,v) Yu,v € V.
Mikodés: Legyen V. = {vi,vs,...,v,} és d¥(i,5) a legrévidebb olyan vv; 1t hossza, aminek
bels§ pontjai csak vy, vy, ... v, lehetnek. Kezdetben d©(i,j) = ¢(v;,v;), ha v;v; € E, kiilonben
d(v;,v;) = 0o. A k-dik fazisban

d®(i, j) = min{d* =V, 7),d* D, k) + d*V(k, j)} (1)
alapjan a d®) fiiggvényt hatérozzuk meg. Az n-dik fazis utén dist(v;,v;) = d™ (i, j) az output.

Allitas: Az (1) fennall, tehat a Floyd algoritmus helyes. Lépésszama pedig legfeljebb konst - n?.

Def: Ha G = (V, E) grafon w : E — R, szélességfiiggvény, akkor egy P ut szélessége a legkes-
kenyebb P-beli él szélessége: w(P) := min{w(e) : e € E(P)}.

Tétel: Ha G iranyitatlan és w egy szélességfiiggvény, akkor a Kruskal algoritmust csokkend szé-
lesség szerinti sorrendben futtatva olyan fat kapunk, amely barmely két cstcs kozott egy legszélesebb
G-beli utat tartalmaz.

Gyakorlatok

1. Rajzoljunk gréfot, és keressiikk meg egy csticsbél kiindulva a BFS fajat. Megfelels élhosszok
megadasaval gyakoroljuk a Dijkstra, Ford és Floyd algoritmusokat. Keressiink legszélesebb
utakat irdnyitatlan grafokban. Batran hasznaljuk ehhez a tuloldali grafokat.

2. Legyen G = (V, E) (iranyitott) graf, ¢ : E — R, nemnegativ élhosszfiiggvény és legyenek
u,v,w a G cstcsal. Igazak-e az alabbi allitasok? (1) Ha P a G egy legrovidebb uv utja és w
cstcsa P-nek, akkor a P 0t u-tol w-ig tarto ill. w-t6l v-ig tartd részei a G egy legrovidebb uw-
ill. wv-utjat alkotjak. (2) Ha P, és Py a G egy legrovidebb uw- ill. wv-itja, akkor a P és P,
egymas utan fiizése a G egy legrévidebb uv-ttja lesz.

3. Tervezziink csavaranyakbol és cukorspargabdl gravitacios elven miikodé mechanikus szamito-
gépet 1gy, hogy alkalmas legyen az inputként megadott, nemnegativ élhosszokkal rendelkezd
irdnyitatlan graf tetszéleges gyokérpontjabol a tobbi cstcs tavolsaganak a meghatarozasara.
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Legyen V(G) = {vs,v4,...,v10}, és v;v; € E(G), ha i és j nem relativ primek, azaz van 1-nél
nagyobb kozos osztojuk. Legyen a v;v; él hossza min(z, j) — 1. Hatarozzunk meg a vs csticsbol
minden mas csiicsba egy-egy legrévidebb utat, ha van. (pZH ’14)
Legyenek a 7 cstcst G graf pontjai vy, ve, vs, vs, Vs, Vg €s vy, valamint akkor legyen v; és v,
szomszédos, ha ¢ és j relativ primek. Ekkor a v;v; él szélessége |i — j|. Hatarozzunk meg a vy
csuesbol minden mas cstcsba egy-egy legszélesebb utat. (ZH ’14)
Legyen G a bal oldali abran lathato graf, az élekre irt szamok az adott él szélességét jelen-
tik. Van-e G-nek olyan feszitéfaja, amely GG barmely két csticsa kozott tartalmazza G egy
legszélesebb tutjat? Ha van ilyen fa, akkor adjunk meg egyet. (ZH ’16)

Ismét a bal oldali abran lathato grafot vizsgaljuk. Most az élekre irt szamok az adott él hosszat
jelentik. Oran tanult modszer felhasznalasaval hatarozzunk meg minden e-t6l kiilonb6zé v
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csucsra egy legrovidebb ev utat.
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Legyen adott a G = (V, E) graf élein egy ¢ : E — R hosszfliggvény. Igaz-e, hogy ha P a G egy
legrovidebb uv-1tja az £ hosszfiiggvényre, akkor P egyuttal legrovidebb 1t az ¢’ hosszfiiggvényre
is, ahol '(e) = {(e)? teljesiil G minden e élére? (ppZH ’14)

. Adott egy G = (V, E) graf, egy ¢ : E — R, hosszfiiggvény, valamint egy r gyokérpont. Egyet-

len Dijkstra algoritmus lefuttatésa segitségével talaljuk meg G mindazon e éleit, amelyekre
igaz az, hogy onmagaban attol, hogy e hosszat eggyel csokkentjiik egyetlen cstucs r-tél mért
tavolsaga sem csokken.

Adott egy G = (V, E) graf, egy ¢ : E — R, élhosszfiiggvény valamint egy e = uv € E él.
Javasoljunk gyors eljarast annak a maximalis A értéknek a meghatarozasara, amennyivel G két
csicsénak a tavolsaga megnovekszik akkor, ha toroljitk az e élt G-bél.

Forintot szeretnénk kiilonféle valutdkra atvaltani. Kiilfoldon él6 ismerdseink révén nem csak
forintot, hanem szamos mas valutat is kozvetleniil 4t tudunk valtani bizonyos valutakra. A
cél, hogy esetleg ilyen atvaltasok felhasznalasdval minél jobb arfolyamot érjiink el a forintunk
konverzidja soran. E célbol elkészitettiink egy irdnyitott grafot, aminek a csticsai az egyes
valutdknak, az élek pedig az egyes kozvetlen tranzakcioknak felelnek meg. Minden uwv élhez
ismert az adott véltasnal alkalmazott arfolyam, azaz, hogy hany egységet kell fizetniink az u
pénznemben a v pénznem egy egységéért. Adjunk hatékony modszert arra, hogy meghata-
rozzuk, legfeljebb mennyit kaphatunk az egyes valutakbol 1 Ft-ért, ill. hatarozzuk meg azt is,
milyen atvaltasokat kell ehhez végezniink.

(*) Adott n x k méretd tablazat minden mez&jében 0 vagy 1 all. Talaljunk a tablazat bal felss
sarkatol a jobb also sarokig egy mezShatarok mentén jobbra és lefelé haladd olyan utat, amire
igaz, hogy a vonal alatti 1-esek és a vonal feletti 0-k szaménak Osszege a lehetd legkisebb.
Hogyan érdemes eljarni? (Hint: alighanem vmiféle grafban kéne legrovidebb utat keresni.)
(*) Legyen G = (V, ) iranyitott graf, ¢ : E — R, nemnegativ élhosszfliggvény, e = uv pedig
G egy éle. Javasoljunk gyors eljarast, amelynek segitségével megtalalhatok G mindazon w
cstucsai, amelyek szamara fontos az e él. (Az e él akkor fontos w szamara, ha van olyan ¢ csics
G-ben, amelynek a w-t8l mért tavolsaga csokken, az £(e) barmilyen kis mértéki csokkentése
nyoman.)



