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Tudnivalék

Def: Dintési probléma az olyan probléma, amelyek outputja egyetlen bit, azaz minden értelmes
inputhoz az ,JGEN” vagy a ,NEM” outputok valamelyike tartozik. A P problémaosztalyt mindazon
dontési problémak alkotjak, amelyekre van polinomidejd algoritmus.

Def: N P-beli probléma alatt olyan II dontési problémat értiink, amelyhez minden olyan inputra,
amelyre ,IGEN” az output, ez a tény polinomidében bizonyithat6. Formalisan: II € N P, ha létezik
egy A algoritmus az alabbi tulajdonsagokkal. (1) Az A algoritmus inputja tetszéleges I, T par, és az
A algoritmus lépésszama feliilrsl becsiilheté I méretének polinomjaval. (Tehat T-t6l nem fiigg.) (2)
A TI minden olyan [ inputjdhoz, amelyhez ,JGEN” a helyes output, létezik olyan T' tanu, hogy az A
algoritmust az (I,7T) inputtal elinditva ,JGEN” vélaszt ad, valamint (3) minden olyan I inputhoz,
amelyhez \NEM” a helyes output, A az (I,T) inputon minden 7T-re ,NEM” véalaszt ad.

A co— N P-beli problémaosztéalyt azon Il dontési problémék alkotjak, amelyekhez a ,NEM” valaszra
polinomidében ellenérizhetd tani.

Megtfigyelés: P C NPNco— NP.

Def: A II probléma polinomidében visszavezethetd a II' problémara (jelolése II < II'), ha a
IT tetsz6leges I inputjahoz polinomideji algoritmussal konstrualhato a II' problémanak olyan I’
inputja, melyre (II'-ben) ugyanaz a vélasz, mint I-re II-ben.

Megfigyelés: (1) I <II' <II"=1<1I". (2) I <II'e P=1l€ P.

Def: A II dontési probléma N P-nehéz, ha II' < II minden II" € N P esetén, azaz minden N P-beli
probléma visszavezethets II-re. A II N P-teljes, ha Il € NP és II N P-nehéz.

Megfigyelés: Ha II N P-teljes és II < Il € NP, akkor II" is N P-teljes.

Def: A SAT probléma inputja egy CNF (konjunktiv normalforma), outputja ,JGEN” ha az
inputban szerepl6 logikai valtozok logikai értéke megvalaszthato tgy, hogy az adott CNF kiértékelése
igaz legyen. Minden CNF klozok Osszeéselése, minden kloz literdlok osszevagyolasa és minden literél
azonos valamelyik logikai valtozoval vagy annak negaltjaval.

Példa: : (T; Va3V T7) A (z2Vae) A(xe VILV x5V x7) A (Ty V Tg)

Cook-Levin-tétel: A SAT probléma N P-teljes.

A Cook-Levin-tétel miatta vilag kétféle lehet. Vagy P = NP, és ekkor minden N P-beli probél-
méra van polinomideji algoritmus. Igy van P-beli N P-teljes probléma is. S6t: elég egyetlenegy ilyet
talalni, és akkor ebbdl kévetkezik a P = NP igazsdga. Vagy P # NP, és ekkor minden N P-teljes
probléma reménytelen abban az értelemben, hogy bizonyosan nincs ré polinomidejii algoritmus. Ez
utébbiban hisz a tobbség.

Tovabbi N P-teljes probléméak: (1) HAM (Input: G graf, output: ,JGEN”, ha G-nek van
Hamilton kore), (2) 3-SAT (a SAT speicélis esete, ahol minden kl6z pontosan 3 db literélt tartalmaz),
(3) 3-SZIN (Input: G graf, output: ,JGEN”, ha x(G) < 3), (4) k > 3 esetén a k-SZIN (Input: G
graf, output: ,IGEN” ha x(G) < k), (5) MAXFTN (Input: G graf, k& > 0 egész, output: JGEN”,
ha a(G) > k) (6) MAXKLIKK (Input: G graf, k > 0 egész, output: ,JGEN”, ha w(G) > k)

Gyakorlatok

1. Mutassuk meg, hogy az alabbi problémak P-beliek:
(a) Adott G iranyitatlan grafrol dontsiik el, van-e benne kor.

(b) Adott G iranyitatlan grafrol és k pozitiv egészrél dontsiik el, van-e olyan részgrafja,
amiben minden fok > k.

(c¢) Adott G iranyitatlan grafrol dontsiik el, van-e Ky részgrafja.

(d) Adott G of grafrol és ¢ : E(G) — Ry élsulyokrol dontsiik el, igaz-e,hogy G barmely
feszit6fajanak a koltsége legalabb k.

(e) 2-SAT (A SAT probléma, ahol minden kloz legfeljebb két literalt tartalmaz.)

utassuk meg, hogy az alabbi problémak N P-beliek:

(a) Adott G iranyitatlan grafrol és k pozitiv egészrsl dontsiik el, van-e k-reguléris részgrafja.
(b) Adott G of grafrdl és ¢ : E(G) — R, élsilyokrdl dontsiik el, igaz-e, hogy G-nek van
pontosan k koltségi feszitGfaja.

2.



(c) Adott G grafrol és | : E(G) — R (esetleg negativ) élhosszokrol dontsiik el, igaz-e, hogy
G barmely két csticsanak a tavolsaga legfeljebb k

. Mutassuk meg, hogy az aldbbi problémak co — N P-beliek:

(a) Adott G grafrol dontsiik el, sikbarajzolhato-e.

(b) Adott 2n csticsu G grafrol dontsiik el, igaz-e, hogy barmely n cstucsa paros grafot feszit.

(c) Adott G grafrol dontsiik el, igaz-e, hogy w(G) < k .

(d) Adott n szamrol dontsiik el, hogy primhatvéany-e.

. Mutassuk meg, hogy az aldbbi probléméak NP N co — N P-beliek:

(a) Adott G grafrol dontsiik el, paros-e.

(b) Adott G grafrol dontsiik el, sszefiiggs-e.

(c¢) Adott G paros grafrol dontsiik el, van-e teljes parositasa.

(d) Adott halozatrol dontstik el, van-e benne k nagysagu folyam.

(e) Adott n és k egészekrsl dontstik el, relativ primek-e.

. Mutassuk meg, hogy az aldbbi problémak N P-teljesek:

(a) FELHAM inputja egy G graf, outputja ,JGEN”, ha G-nek van olyan kére, ami G csticsa-
inak legaldbb a felét tartalmazza

(b) FELE-3-SZIN inputja egy G graf, outputja ,JGEN”, ha G-nek van olyan 3-szinezhet
feszitett részgrafja, amely G cstucsainak legalabb a felét tartalmazza.

(c) MAXTAV inputja egy G = (V, E) graf, egy | : E — R, hosszfiiggvény valamint egy
k € Ry szam. Az output akkor ,IGEN” ha G-ben van legaldbb k Gsszhosszua tt.

. Az aldbbi dontési problémak mindegyikérol dontsiik el, hogy a P, NP,co — NP, NP — teljes
osztalyok melyikébe tartozik.

tgy, hogy ne legyen egyszini paratlan kor. (*)



