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Tudnival6k

Otszintétel: Ha G egszerii és SR, akkor y(G) < 5. Négyszintétel: Ugyanez, 4-gyel.

Def: Ha a,b,k € Z és b = k - a, akkor a osztdja b-nek (b tobbszérése a-nak), jelolése a | b.

Def: Az a és b szamok legnagyobb kézds osztdja az a és b kozos osztoi kozil a legnagyobb:
(a,b) == max{d : d | a,d | b}, legkisebb kozos tobbszorosik pedig az a és b pozitiv kozos tobbszorosei
koziil a legkisebb: [a,b] ;== min{0 < d:a |d,b| d}. Az a és b egészek relativ primek, ha (a,b) = 1,
azaz nincs kézos primosztojuk (a kanonikus alakjaikban szerepld primkek kiilonb6zok).

Megf (d | a,d | b) <= (d|a,d|b—a) Kov.: {a és b kozos oszt6i} = {a és b — a kozds oszto6i}.

Ko6v.: Ha a, b egészek, akkor (a,b) = (a — b,b) = (a — kb, b) tetszsleges egész k esetén.

Euklideszi algoritmus Input: ag > a; € Z. Output: (ag,a;). Mikodés: Legyen i = 0,1, .. .-re
a; = hiy1a;41 + @12, ahol 0 < a;49 < a;41. Ha apyq = 0, akkor (ag,a1) = (a1, a2) = (ag,a3) = ... =
(ax,0) = ay a keresett Inko.

Def: A p € Z, |p| > 1 szam felbonthatatlan, ha csak 1-p,p-1,(—=1)-(—p) és (—p) - (—1) alakban
all els egeészek szorzataként. (Azaz, haa | p és 1 < |a|, akkor |a| = |p|.) A z € Z dsszetett, ha |z| > 1
és z nem felbonthatatlan. A p € Z, |p| > 1 szam prim, ha p | ab, a,b € Z = p | a vagy p | b.
(Egészek szorzatat csak tugy oszthatja, ha valamelyik tényezét osztja.)

Allitas: Tetszoleges 1-nél nagyobb egész szam elGall felbonthatatlan szamok szorzataként.

A szamelmélet alaptétele: Tetszoleges 1 < |n| egész a tényez6k sorrendjétsl és elGjelétsl
eltekintve egyért. all els felbonthatatlan szamok szorzataként. Kov.: p felb.hatatlan <= p prim.

Def: Az n kanonikus alakja n = Hlepf”, ahol a p;-k primek, és 1 < a; € N Vi.

Allitas: Egy d > 0 egész pontosan akkor osztoja n-nek, ha d kan. alakjaban csak n primosztoi
szerepelnek, legf az n kan. alakjaban szerepld kitevon. (n = Hle Pt =d= Hle PP 0< B <)

Kov.: Ha 1 < n kan. alakja n = Hle pi*, akkor n poz. osztoéinak szama d(n) = Hle(ozi +1).

Allitas: Haa=p{" -p5?-... - pi* és b= P -pfk (c; =0 és 3; = 0 is lehet), akkor
(CL, b) _ pinm(alﬂl) ) pgnn(ocgﬂQ) . pknmn(ockﬂk)7 il [a’ b] _ prlnax(ochﬁl) . pr2nax(oz2,ﬁ2) . pr];lax(ak,,@k)‘

Tétel: Végtelen sok primszam van. Barmely n € N-re létezik n egymast kovets Osszetett szam.

Nagy primszamtétel: n(z) ~ ﬁ, azaz lim, . 22 = 1, ahol m(x) az 1 és x kozti primek
In(x)
szama. Csebisev tétel: Minden 0 < n € N-re létezik p prim, melyre n < p < 2n.

Def: a,b,m € Z esetén a = b(mod m) (a kongruens b modulo m, réviden a = b(m)), ha m | a—b.

Megfigyelés: A Z halmaz el6all m db halmaz diszjunkt unidjaként azzal a tulajdonséggal, hogy
két egész pontosan akkor kongruens modulo m, ha ugyanabba a részhalmazba esnek. (Az i-dik ilyen
részhalmazba a {i+km : k € Z} szamok tartoznak.) E részhalmazok az m szerinti maradékosztalyok.

Kongruenciak tulajdonsagai: Va,b,c,d,m € Z-re (1) a = a(m), (2) a = b(m) = b = a(m)
(3)a=b(m),b=c(m)=a=c(m) (4)a=blm),c=d(m)=a+c=b+d(m), ac=bd(m)

(5) a =b(m) < ac = be(me) (6) ad = bd(m) = a=1b (ﬁ)

Def: Linedris kongruencia: ax = b(m), ahol a,b € Z és m > 1 egész. A linearis kongruencia
megolddsa alatt mindazon x € Z szamok meghatarozéasat értjiik, amelyekre a kongruencia teljesiil.

Tétel (linearis kongruencidk megoldasa): Az axz = b(m) kongruencia megoldhaté <=
(a,m) | b. Ekkor (a,m) db modulo m maradékosztaly a megoldas.

Lin. kongruencia gyakorlati megoldasa 1. médszer: Ugyeskedés. Az ax = b(m) lin kongru-
enciaban az |a|-t csokkentjiik 1-ig az alabbi ekvivalens az atalakitasok segitségével.

(1) a-t vagy a b-t vele m-mel kongruens, alkalmas masik szaimmal helyettesitjiik,

(2) ha d = (a,b) > 1, akkor d-vel osztunk (az m modulust pedig (m, d)-vel osztjuk ekkor),

(3) az m modulushoz relativ primmel szorzunk (és a modulust nem bantjuk).

Az atalakitasok soran a cél az = ismeretlen a egyiitthatoja abszolut értékének csokkentése 1-ig.

II. modszer: az Euklideszi algoritmus mintajara. Az ax = b(m) kongruenciat kiegészitjiik az
mx = 0(m) kongruenciaval egy kongruenciarendszerré, és ezt oldjuk meg. Egy lépésben abbdl a
kongruenciabol, ahol nagyobb az x egyiitthatoja kivonjuk a mésikat és e kiilonbségre cseréljiik a
nagyobb egyiitthatos kongruenciat. Ezt a 1épést addig végezziik, amig valamelyik kongruencidban x
egyiitthatoja 0 nem lesz. Ha itt a jobb oldalon nem 0 &ll, akkor nincs megoldas, kiilonben a masik
kongruenciat kell leosztani z egyiitthatojaval.



Gyakorlatok

1.
. Igazoljuk, hogy barmely hat egymast kovets egész szam szorzata oszthatd 720-szal.
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Melyek p primre lesz (a) p + 10 és p+ 14 prim? (b) p?> +2 prim? (c) p® + 4 és p* + 6 prim?

Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egész egyértelmten irhaté n = k2 - [ alakban, ahol k és
[ pozitiv egészek, tovabba [ egyetlen négyzetszam osztdja az 1.

Szamitsuk ki a (372,504) ill. (612,834) legnagyobb kozos osztokat.

Legyen Fy =0, F} =1, és n > 2 esetén az n-dik Fibonacci szam F,, = F),_1 + F,,_». Igazoljuk,
hogy F,, és F, 1 relativ primek.

Orom és boldogsag: ma van Dzsenifer sziiletésnapja. Ezért matek és foldrajz helyett Britnivel,
a baratngjével plazaba mentek okostelefont nézni. Kiprobaltak a legijabb, facebookon agyon-
lajkolt, minden eddiginél okosabb sziiletésnapi appot és megallapitottdk, hogy Dzsenifernek
feltétleniil vennie kell egy rozsaszin szelfibotot a joképi eladotol, ugyanis ma (2015-ben) az
¢életkora osztoja az aktualis évszamnak. Marpedig az app szerint ilyenkor kiilondsen sok sze-
rencse éri a horoszkopokban kell6képpen jartas beavatottakat. Meg tudjuk-e mondani a fizet&s
appra torténd regisztracié nélkiil, hogy legutobb mikor tortént ez meg és hogy legkozelebb
mikor fog ismét bekdvetkezni Dzsenifer életében ez a csodélatos, sziiletésnapi konstellacio?
Bizonyitsuk be, hogy barmely 6t szomszédos pozitiv egész szam kozott van olyan, amely a
maésik négyhez relativ prim.

Melyik az a legkisebb n pozitiv egész szam, amire 3 t n és n osztéinak szama d(n) = 127
Hany olyan pozitiv egész szam van, ami az n = 23 - 7% - 112 és m = 25 - 53 - 7 - 13 szamok koziil
legalabb egynek osztoja?

Melyik az a legkisebb pozitiv egész, aminek pozitiv osztoi szama 10-zel oszthat6?

Hany pozitiv osztoja van 10l-nak? Es n = (162)—nak? (pZH ’15)
Igazoljuk, hogy tetszéleges n szam 9-es osztasi maradéka megegyezik a 10-es szamrendszerben
felirt alakjaban szerepld szamjegyei Osszegének 9-es maradékéval.

Mi a 8-as oszthatosagi szabaly 9-es szdmrendszerben?

Igazoljuk, hogy tetsz6leges 10-es szamrendszerben felirt a,a,_ 1 ...ajay szam 11-es osztasi ma-
radéka megegyezik az a; — as + a3 ... = a, szdm 11-es maradékéval.

[gazoljuk a 7-tel valo oszthatosag ellendrzésére szolgalod alabbi modszer helyességét. Az n szam
pontosan akkor oszthatd 7-tel, ha 7-tel oszthatdé az a szdm, amit n tizes szdmrendszerbeli
alakjabol tgy kapunk, hogy az utolsé szamjegy levagasaval kapott szambol levonjuk az utols6
szamjegy kétszeresét. Pl. 2002 pontosan akkor oszthatoé 7-tel, ha 200 — 2 - 2 = 196 oszthato
7-tel. Ez pedig igaz, hisz 7|19 —2-6 = 7, tehat 7 | 2002.

Oldogassunk lineéaris kongruencidkat. Pl: (a) 202z = 157(203), (b) 309x = 451(617)
(c)bz = 13(137), (d) 113z = 77(120), (e) 11x = 12(18),
(f) 14z — 4 = 80(21) (g) 49%2 = 3(15) (h) 3%z = 23(100)

Dzstlié mar régota gytjt nagy almara, hogy volt baratnGje, Vanessza mobiltelefonon &rzétt
arcképét a bicepszére tetovaltassa. Legjobb baratja, Rodzser tanacsara, mig 0ssze nem jon
az ehhez sziikséges 35000 forint, atvaltja az ezer forintosokban tartott megtakaritasat eurdra,
amit a Rodzser éltal ajanlott Rikardotol (az ismeretségre tekintettel) szuperkedvezményes 330
Ft-os arfolyamon vesz meg. Miutéan Rikardé centekkel nem foglalkozik, Dzsuliénak éppen 140
Ft marad a megtakaritdsabol, amib6l Rodzserrel kézosen lottoszelvényt vesznek azzal, hogy a
nyereményt majd felezik. Hany eur6 boldog birtokosanak mondhatja magat Dzsilio a sikeres
tranzakcio utan?

Ura sziiletésnapjara Ttzvirdg egy 77 gyonggyel diszitett, mangalicabér tokot varrt Vérbulcsu
ivotiilkéhez. Annyira elégedett volt az eredménnyel, hogy Vérbulestt hagyoméany6rzé doromb-
egyiittesének minden tagjat is ugyanilyen tokkal lepte meg, hogy jol mutasson a csapat a
tarsolylemezek mellett csiingd tiilkokkel amikor fellépnek Dobogoékén a taltosiinnep 50 sze-
mélyes kézponti jurtajaban. Mivel a kinai boltban szazasaval aruljak a gyongyoket, 7 gyongy
kimaradt. Ezekkel Ttzvirag a hétkoznapi partajat ékesitette. Hanyan dorombolnak Vérbulesii
zenekardban? (ZH ’15)



