A Szamitastudomany alapjai
2. ZH javitékulcs (2017. 11. 30.)

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az titmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Mennyi a kromatikus szama a felsé abran lathaté grafnak?
A kromatikus szamrdl tanultak alapjan y(G) > w(G) > 4, hisz G-ben
van 4 méreti klikk. (3 pont)
Ha azonban G-t 4 szinnel probaljuk kiszinezni, akkor a sugarirdnyu élek
csucsait felvaltva ugyanazzal szinparral szinezziik, igy 4 szinnel nem le-

hetséges a szinezés. Ezért x(G) > 5. (3 pont)
Az abran lathaté G csicsainak egy 5 szinnel torténé szinezése, ennek
alapjan tehat G 5-szinezhetd, igy x(G) <5 (3 pont)
A két eredmény Osszevetésébdl x(G) = 5 adddik. (1 pont)

2. Mennyi p = 0 esetén az alsé dbran lathato halézatban a maximalis nagysagu st-folyam nagysaga? Ha
p > 0, akkor hogyan fiigg a maximalis nagysagu st-folyam nagysaga p-t6l?

Maximalis nagysagu folyamot keresiink az oran tanult Ford-Fulkerson algoritmus segitségével tugy,
hogy p = 0-val dolgozunk. Az aktudlis segédgraf néhany st-utja mentén torténd javitasok utan az
abran lathatd, 42 nagysdgu f folyamot kapjuk. (A nagyobb méretben (kékkel) szedett szamok az f

folyam értékét jelzik az adott élen, ha egy e élen nincs ilyen szdm, akkor f(e) = 0.) (4 pont)
A folyamot egyébként gy kaptuk, hogy sorra az sabct (9), sdeft (5), saect (6) sdbft (8), saedbft (5),
saechft (9) utakon javitottunk, zdrdjelben a javitas sordn elkiildott folyam nagysaga all. (0 pont)
Az f folyamhoz tartozé segédgrafban s-bdl elérheté pontok X a1l b

halmaza altal meghatarozott st-vagas szintén 42 kapacitasu,

p-t6l fuggetleniil. (4 pont)

Mivel a halézatban p = 0-ra létezik 42 nagysagu folyam és
tetszoleges p esetén létezik 42 kapacitasi st-vagas, ezért a
maximalis folyamnagysag a p paraméter értékétol fiiggetlentil
mindig 42. (2 pont) c A

(A teljes értékii megoldashoz nem sziikséges, hogy a hallgaté megindokolja, hogyan taldlt 42 nagysdgu
st-folyamot ill. ugyanekkora kapacitasu st-vagast. Ha azonban valamelyik ezek koziil hibas, akkor
nincs megindokolva az optimalitds. Ha szerepel a folyamalgoritmus, de valamit elszamol a hallgato,
akkor viszont egyértelmiien jar részpontszam.)

3. Legyenek a G paros graf szinosztalyai A = {a,b,c,d,e, f} ill. B = {1,2,3,4,5,6}, élei pedig al, a2,
a3, b2, b4, c2, c3, cb, d2, d4, e2, e4, f4, f5, f6. Teljesiil-e az A szinosztalyra a Hall-feltétel?

Ha X = {b,d, e}, akkor N(X) = {2,4}, (6 pont)
tehdat | X| > |N(X)| teljestil az A szinosztaly X részhalmazéra. (3 pont)
Ezért az A szinosztalyr nem teljesiil a Hall-feltétel. (1 pont)

Természetesen nem sziikséges megindokolni, hogyan talalta a hallgaté a Hall-feltételt sérté X halmaszt.
Ett6] még jar részpontszam azért, ha az 6ran tanult médon keresi ezt meg.

Az 4bran lathat6 a G graf egy diagramja. (1 pont) q f
Az alterndlé utas algoritmussal dolgozunk. Kiindulunk (mondjuk) az
al, b2, c3,d4, f6 parositasbdl és fedetlen csicsokban végzddo alternald utat ke-
resiink. (4 pont)
Az e cstcsbdl alternélé tuton elérhetd csuicsokat az abran megjeloltiik. (2 pont)



Mivel az 5 csics nem érhetd el alterndlé dton, a kiindulasi parositdas maximalis, (0 pont)

és az A szinosztalyban elérheté csicsok X halmaza megsérti a Hall-feltételt. (3 pont)
4. Legfeljebb hany tartomanya lehet egy 20-csicsu, sikbarajzolt G grafnak, ha G minden tartoméanyéat

legalabb 5 él hatarolja?

G-re érvényes az Euler-féle poliéderformula o6ran tanult altalanositasa, azaz n +t = e + k + 1, ahol

n = 20 a cstcsok, t a tartomanyok, e az élek, k pedig a G-beli komponensek szamét jeloli. (2 pont)

Azt is tudjuk, hogy 2e = Y ¢;, ahol ¢; az i-dik lapot hatarold élek szama. (2 pont)
Mivel minden lapot legaldbb 5 él hatarol, ezért 2e = ) ¢; > 5t teljesiil. (2 pont)
Innen 2n + 2t = 2e + 2 + 2k > 5t + 2 + 2k miatt 3t < 2n — 2 — 2k < 2n — 4 = 36, azaz t < 12 adddik.

(2 pont)

Réadasul ez a lapszam elérheto: pl a dodekaéder élgrafjanak szokasos sikbarajzolasanak 20 cstcsa és
12 lapja van, mikézben minden lapot pontosan 5 él hatarol. A vélasz tehéat az, hogy 12 a tartomanyok
maximalis szama a feladatban kikotott feltételek mellett. (2 pont)

5. A Mikulas szaloncukrot porciéz a BME 368 els6éves villamosmérnok-hallgatéjanak. Azoknak, akik
meg tudtak oldani a ZH-n a réla szélo feladatot, fejenként 17, a tobbieknek pedig fejenként 10 cu-
kor jar. A Mikulas a szaloncukrot 500 darabos csomagokban tarolja, és ezekbdl csak annyit bont fel,
amennyit feltétleniil sziikséges. A munka végeztével kimarado 5 szaloncukrot a krampuszok felhab-
zsoltdk. Hanyan oldottdak meg a szoban forgd ZH példat?

Legyen x a példat megoldd villamosmérnok-hallgatok szama. Ekkor a kiosztott szaloncukrok szama

17z 4+ 10(368 — ) = Tz + 3680. (1 pont)
A kimaradé 5 cukorral egyiitt 500-zal oszthaté szamu szaloncukorrdl van sz6, igy a 7x + 3685 = 0(500)
linedris kongruencia adodik. (2 pont)
Ezt atirva kapjuk, hogy 7z = 315(500), amit szerencsésen el tudunk osztani 7-tel az éran tanult
moédon: x = 45(500). (5 pont)
Tekintettel arra, hogy 0 < z < 368, egyediil az x = 45 lehet a megoldas. (2 pont)

Természetesen méas utat is kovethetiink.

Legyen y a felbontott szaloncukorcsomagok szdma. Mivel mindenki kapott legaldbb 10 szaloncukrot,
ezért bizonyosan sziikség volt 3680 cukorra. Ezen tul annyiszor 7 cukrot kell kiosztani, ahanyan meg-
oldottak a szoban forgé feladatot, és még marad 5 cukor. Ezért 500y — 3685-nak 7-tel oszthaténak kell

lennie. (2 pont)
Innen adédik az 500y = 3685(7) kongruencia, (1 pont)
amit atirhatunk 3y = 3(7) alakba. (1 pont)
Osztés utan y = 1(7) adddik. (1 pont

A felbontott csomagok szdmara 10 - 368 < 500y < 17 - 368 teljesiil, ahonan 7 < 2680 < 17368

500 500
20400 — 16 adédik. (3 pont)
Az egyetlen széba jov6 megoldés az y = 8. Ha tehét = hallgat6 kapott 17 cukrot, akkor 172+ 10(3680 —
x) = 8- 500 = 4000, és innen kapjuk az x = 45 megoldést. (2 pont)

Tegyiik fel, hogy az 500 csucsu, egyszerii G grafnak 450 olyan cstcsa van, amelyek egyikének a fok-
szdma sem tObb 49-nél. Igazoljuk, hogy G kromatikus szdmara x(G) < 50 teljesil.

Azt kell megmutatnunk, hogy 50 szin elegendd G csiicsainak kiszinezéséhez. (1 pont)
Az 6ran tanult moho szinezést végezziik el, mégpedig gy, hogy a 450 db legfeljebb 49-foku csticsot
megel6zze a maradék 50 csics szinezése. (4 pont)
Ekkor a els6ként szinezett 50 grafcsicshoz bizonyosan nem haszndlunk 50-nél t6bb szint. (2 pont)
Az ezt koveto 450 csics mindegyikének legfeljebb 49 szomszédja lett korabban kiszinezve, ezért leg-
feljebb 49-féle szin van kizarva a konkrét csics kiszinezésekor. (2 pont)

Ezek szerint a mohd szinezés soran sosem kényszeriiliink egy 51-dik szint hasznalni, mas széval a moho
szinezés segitségével G csucsainak kiszinezéséhez legfeljebb 50 szint hasznalunk. Mi pedig pontosan
ezt akartuk bizonyitani. (1 pont)



