A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékulcs (2017. 10. 26.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Az osztalyba jar6 15 fiu és 15 lany koziil hanyféleképp valaszthato olyan 10 f6s kiildottség, amelyikben
legalabb két lany és legalabb két fii van?
(A végeredményt nem sziikséges kiszamolni, elég egy zart alakot megadni.)

Az 30 tanuléja koziil pontosan (3))-féleképp vélaszhaté ki egy 10-tagi killdottség. (3 pont)
Ezek kozott azonban lesznek olyanok is, amelyek nem teljesirik a feladatbeli elvarast, (1 pont)
konkrétan azok, amelyek 0 vagy 1 fiit, ill. azok, amelyek 0 vagy 1 lanyt tartalmaznak. (1 pont)
A 0 fiut ill. 0 lanyt tartalmazé 10-esek szdma egyardnt (ig), (1 pont)
az 1 fitt ill. az 1 lanyt tartalmazé 10-esek széma pedig (7)) - () (2 pont)
A valasz tehat (50) —2- (1) =2+ () - (V). (2 pont)

Helyes indokléssal elfogadhaté az a valasz is, ha 0sszeszamoljuk, 2 <1 < 8 esetén az ¢ fiut és 10 — ¢
lanyt tartalmazo kiildottségeket: Z?:z (1i5) : (léii), hiszen mivel 7 tagot adunk Ossze, ez zart alaknak
tekintheto.

2. A G grafrdl tudjuk, hogy egyszerti, 10 csticsa van, és ebbdl 9 csiics fokszama pontosan 5. Igazoljuk,
hogy G Gsszefiiggd.

Azt kell igazolni, hogy G barmely két csicsa kozott van it G-ben. (1 pont)
Mivel Osszesen 10 cstcs van, ha két 5-6dfoku csiics nem szomszédos, akkor kell lennie a 8 maradék
cstics kozott kell lennie (legaldbb 2) kozos szomszédjuknak. (4 pont)
A 10-dik cstcs biztosan nem izolalt pont, hiszen ekkor G csicsainak fokszamosszege (azaz az élek
szaméanak kétszerese) paratlan volna. (3 pont)
Tehat e 10-dik csicsnak van 5-6dfoku szomszédja, ezért ebbe a szomszédba, és minden mas cstcsba
is vezet ebbdl a csticsbdl 1it. (2 pont)

Azt kaptuk, hogy barmely két cstics kozott vezet it G-ben, tehat G csakugyan osszefiiggd. (1 pont)
Ervelhetiink masképp is.

Azt kell igazolnunk, hogy G-nek csak egy komponense van. (2 pont)
Minden 5-6dfoku cstcs olyan komponensben talalhatd, amelyben a szomszédai is benne vannak, tehat
minden 5-6dfoku cstcsot egy-egy, legalabb 6-ponti komponens tartalmazza. (2 pont)
Tekintettel arra, hogy egy 10-cstucsu grafnak nem lehet két kiilonbozo, legalabb 6 cstucsot tartalmazd
komponense, ezért minden 5-6dfoku csics ugyanahhoz a komponenshez tartozik. (2 pont)
Ahogy fent is lattuk, a 10-dik cstics nem lehet 0-adfoki (azaz izoldlt pont). (3 pont)

Igy a 10-dik cstcs is 5-6dfoku csicsokkal kozos komonensben van, G csakugyan 6sszefiigg6. (1 pont)

3. Az abréan lathaté G graf éleire irt szamok az adott él koltségét jelentik, az élek iranyitasatol tekintsiink
el. Legyen G’ az a graf, ami G-bol keletkezik az ej él behuzasaval. Legfeljebb mennyinek vélaszthaté
az ej €l koltsége ahhoz, hogy legyen G'-nek olyan minimalis koltségi feszit6faja, ami tartalmazza az

ej élt?

Az éran tanult Kruskal algoritmus segitségével, az egyes élek megépitésérol névekvo koltség szerinti
sorrednben dontve meghatarozzuk a G minimalis koltségli feszitofajat. (3 pont)
Az abréan a megvastagitott élek mutatnak egy ilyen médon konstrudlt F' feszitofat. (3 pont)

Az F ej utjan gj koltsége 5, ezért ha az ej nem dragabb 5-nél, akkor F' — gj + ej egy F-nél nem
drégdbb feszitéfa, tehdt ej lesz olyan minimélis koltségii feszitofa, ami ej élt tartalmazza. (2 pont)




Ha azonban ej dragabb 5-nél, és lenne olyan minimalis koltségti £
feszitofa, ami ej-t tartalmazza, akkor a most megtalalt F' feszitéfa
ej utjanak valamelyik uv éle az F* — ej két komponense kozott d A
futna. Mivel az uv él koltsége legfeljebb 5, ezért F* — ej + uv egy
F*-nal olcsébb feszitéfa lenne, ami ellentmondés. (1 pont) 2
A vélasz tehat 5. (1 pont)

Legfeljebb hany keresztél keletkezik az abran lathaté G graf irdanyitatlan valtozatdanak e gyokérbol
inditott BFS bejarasa utan?

Az éran azt tanitottak, hogy a BFS utdn a grafban nincs szintet ugré él, igy eléreél sincs. (2 pont)
Mivel irdanyitatlan graf esetén az eléreél és a visszaél ugyanazt azélt jelenti, (1 pont)
a BFS utan csak faélek ill. keresztélek lesznek. (1 pont)
A G graf osszefiiggd,ezért a faélek feszitéfat alkotnak,tehdt pontosan 9 faél lesz. (14+1+1 pont)
A G grafnak pontosan 16 éle van, (1 pont)
ezért a keresztélek szama minden BFS bejaras utan pontosan 16 — 9 = 7 lesz, (1 pont)
ez tehat a kérdezett maximum is. (1 pont)

Aki figyelmetleniil olvas, és iranyitott graffal dolgozik, attdl ezért ne vonjunk le pontot, de varjuk el,
hogy (1-1 pontért) ramutasson, hogy G aciklikus, ezért nem lesz visszaél, valamint e-b6l minden csics
elérhetd, ezért a faélek egy megiranyitott feszitofat alkotnak.

Aki pusztan egy BFS-t hajt végre, és megszamolja a keresztéleket, az 5 pontot kap, hiszen nem
bizonyitja, hogy a kapott érték egyittal a maximum is.

. Az abran lathato G graf egyes éleire irt szamok azt jelentik, hogy hany kincset tudunk 6sszegytijteni

az adott élen. Hatdrozzuk meg, mennyi az 6sszesen Osszegytijthetd kincsek szama, ha a graf tetszoleges
pontjabol indulhatunk, de csak iranyitott élek mentén haladhatunk.

A G graf aciklikus, ami pl. az e, d, a, b, h, i, f, c, g, j topologikus sorrendbdl latszik. (2 pont)
Ezért a kincsvadaszat soran bizonyosan G egy utjat jarjuk be, tehdt nekiink a G leghosszabb ttjat
kell meghataroznunk, ahol az élekre irt szdmokat az adott él hosszdnak értelmezziik. (1 pont)

Erre az 6ran tanult PERT moédszert alkalmazva a fenti topologikus sorrendben meghatarozzuk minden
v csucsra, hogy mennyi a v-be vezeto leghosszabb 1t hossza.

éleket jelolik.
Az 6sszegytijtheté kincsek maximalis szama tehat 21,
és ehhez az edhij utat kell bejarnunk.

Nem muszaj leghosszabb utakra hivatkozni, lehet kozvetleniil indokolni azt is, hogy a megfelel6 PERT
problémaban a legkordabbi kezdési idok adjak a kérdéses szamokat. Aki ramutat a leghosszabb tt
problémara, megemliti, hogy ez az élhosszok elGjelcseréjével legrovidebb 1t probléméra vezet, majd
a konzervativ élsulyozasra hivatkozva a Ford vagy Floyd valamelyikének alkalmazasat javasolja, az 7
pontot kap, ha nem alkalmazza magéat az algoritmust.

Legyenek a G graf cstcsai azok az (aq, ag, as) sorozatok, ahol a; € {0, 1,2} teljesiil minden 1 < ¢ < 3
esetén. Két csics pedig pontosan akkor szomszédos, ha a csicsoknak megfelel6 két sorozat pontosan
két helyen tér el egymastél. Van-e Hamilton-kore a G komplementergrafnak?

A G graf csicsainak széma a 3-hossziisagi 1/2/3-sorozatok szama, ami 3% = 27. (2 pont)
Barmely G-beli cstucs fokszama annyi, ahanyféleképp kivalaszthatunk két helyet a sorozatban, és az
ottani szamokat megvaltoztathatjuk. (1 pont)
A fokszdm tehdt (3)-2-2=3-4=12. (2 pont)
A G komplementergrafban tehét a cstcsok fokszdma pontosan 27 — 1 — 12 = 14. (1 pont)
Az oran tanult Dirac-tétel szerint ha egy egyszeri grafban minden csics fokszama legalabb a csticsok
szamanak a fele, akkor a grafban van Hamilton-kor. (3 pont)

Mivel 14 > %, ezért a konkrét G grafra teljesiil a fenti Dirac-feltétel, igy a Dirac-tétel miatt G-nek

van Hamilton-kore. (1 pont)



