A Szamitastudomany alapjai
1. pZH javitékulcs (2017. 12. 11.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Héanyféleképp toltheto ki egy 6toslottoszelvény gy, hogy a lehetséges 90 szambdl legalabb egy 10-zel
oszthatora is tippeljiink?

Az otoslottészelvény Osszes lehetséges kitoltéseinek szama (950). (3 pont)

Ezekbol a rossz kitoltések azok, amelyekben nem tippeltiink 10-zel oszthaté szamra, azaz a a maradék

81 szambdl tippeltiink 6tot. (3 pont)

Az ilyen rossz kitoltések szdma tehat (7). (2 pont)
, , e 90 81

A valasz a feladatra e két mennyiség kiilonbsége, azaz ( 5) — ( 5 ) (2 pont)

2. Tegyiik fel, hogy az F' fanak pontosan 333 levele van. Igazoljuk, hogy F-nek van olyan levéltol kiilon-
boz6 v cstcsa, aminek a fokszamara d(v) # 5 teljesiil.

Indirekt bizonyitunk, tegyiik fel, hogy F' minden levéltol kiilonbozé csicsa 6todfoku. Legyen n az F

cstcsainak szama. A tanultak szerint |[E(F)| =n — 1. (2 pont)
A handshake lemma miatt 2(n — 1) = 2|E(F)| = >_ ¢y gy d(v) =333 -1+ (n —333) -5 (4 pont)
Rendezés utdn 3n = 4 - 333 — 2 adddik, ebbdl pedig 443 < n < 444 kovetkezik. (2 pont)

Vagyis n nem egész, am ez ellentmond a feltevésiinknek. Azt kaptuk tehat, hogy a feladatban meg-

fogalmazott allitas igaz: F-nek csakugyan van olyan cstcsa, aminek a fokszama nem 5 és nem 1.

(2 pont)

3. A fels6 abran lathaté G graf éleire irt szamok az adott él megépitésének koltségét jelentik. Mennyi a

lehet6 legkisebb koltség, amivel elérhetjiik, hogy megépiiljon G egy feszitéfdja, ha az egyik alvallal-

kozdénkkal korabbi tartozdsai okan ingyen meg tudunk épittetni egy altalunk kivalasztott, tetszoleges
élt?

A G egy feszitofdjat fogjuk megépiteni, amelynek nyilvan a legdragabb élét épittetjiik meg a leko-
telezett alvéllalkozoval. Mivel a feszitofanak pontosan 8 éle lesz, nekiink az a feladatunk, hogy tgy
épitsiink meg 7 élt, hogy azok erdot alkossanak és az 6sszkoltségiik a lehet6 legkisebb legyen. Ennek
az erdének két komponense lesz, és mindegyik komponens egy-egy minimélis koltségii feszitofa lesz a
sajat ponthalmazan. Ezért e két feszitofa megépithetd a Kruskal-algoritmus segitségével. Ez a hét él
tehat megkaphatoé gy, hogy ha a szokasos Kruskal-algoritmust futtatjuk mindaddig, amig meg nem
épitiink 7 élt. (Ezt gy is megfogalmazhatjuk, hogy mégiscsak végigfuttatjuk a Kruskal-algoritmust a
feladatban szereplo grafon, nekiink pedig az outputként kapott minimélis koltségii feszitofa éleit kell
megépiteni, a legdragdbb él kivételével. (2 pont)
Az dbran lathaté az éran tanult Kruskal algoritmus altal megépitett els 11 6

7 él. Ezt ugy kaptuk, hogy novekvo koltség sorrendjében dontottiik el

az ¢élekrdl, hogy megépitjiik-e, és egy élt akkor épitettiink meg, ha nem 9 g
hozott 1étre kort korabban megépitett élekkel. (6 pont)
Ezen élek 6sszkoltsége 25, tehdt ennyi a valasz a feladat kérdésére is.

(2 pont) 7 10

Az alvallalkozonkkal pedig targyalast kezdiink arrdl, hogy milyen szol-

galtatast nyujt nekiink, ha a de helyett ,,csak” a dg élt kell megépitenie.

(0 pont)

4. Legfeljebb hany éle lehet annak az irdnyitatlan G grafnak, amelynek egyszerre e és f gyokerit DF'S
faja az alsé abran lathatd graf?




Az éréan azt tanitottak, hogy a DFS bejaras utan iranyitatlan grafban nincs keresztél. (3 pont)
Jelen esetben ez azt jelenti, hogy G-nek a megadott feszitofan kiviili élei o ~ o
Ny

olyanok, hogy azok végpontjai egymas leszarmazottai, barmelyik gyokér- ~a b C

bél is nézziik. (1 pont)

Ezt a tulajdonsagot csak az e gyokérbol csak az ea, ec, eg és ei élek telje- d el £
J

sitik, azonban e négy él koziil ei keresztél az f gyokérbdl nézve. (4 pont) b

Konnyen lathato, hogy megadott fa egyszerre e és f gyokerti DFS-faja is

annak a grafnak, ami a fabdl az ea, ec és eg élek hozzavételével keletkezik. h U

(1 pont)
Tehat a valasz a feladat kérdésére 8 +3 = 11, hiszen a fanak 8 éle van, és e-bol még tovabbi 3 huizhatd
be. (1 pont)

5. Hatarozzuk meg, hogy a felsé abran lathaté G grafnak melyik az a két csiicsa, amelyeknek a h-t6l mért
tavolsaga pontosan 1-gyel tér el egymastol. Az élekre irt szamok most az adott él hosszat jelentik.

Tekintettel arra, hogy minden élhossz nemnegativ, és minket

a h-bdél mért tavolsagok érdekelnek, az oran tanult Dijkstra- 1
algoritmus alkalmazasaval meghatérozzuk G cstcsainak a h-

t6l mért tavolsagat. (2 pont) 2
Az algoritmust lefuttatva a csicsok h,e, g,b,i,¢,d,a, f sor- 10

rendben keriilnek a KESZ halmazba, a legrovidebb utak faja
és az egyes csucsok h-tol mért tavolsaga az abran lathato.
(6 pont) 3
A feladat kérdésére tehat a vélasz az, hogy a ¢ és d cstcsok
h-t6]l mért tavolsdga kiilonbozik pontosan 1-gyel. (2 pont)
A G egyszeri grafnak 33 piros, 777 fehér, 333 zold, valamint 77 sarga csicsa van. Két csics kozott
pontosan akkor fut él, ha azok kiilonb6z6 szintiek. Behuzhaté-e G-be néhany tovabbi él ugy, hogy
olyan egyszeri grafot kapjunk, aminek van Euler-sétaja?

A G grafban minden cstcs foka paratlan, (1 pont)
marpedig az Euler-séta meglétéhez az sziikséges, hogy legfeljebb két paratlan foku csics legyen a
grafban. (1 pont)
Ezért nekiink ugy kell tovabbi éleket behuiznunk, hogy legfeljebb két kivételtdl eltekintve minden
csucsbdl paratlan szami tjonnan behtizott él induljon. (2 pont)
Az 1j élek behuzasaval kapott grafnak egyszertinek kell maradnia, ezért csakis azonos szinl csucsok
kozé huzhatunk be 1j élt. (1 pont)

A handshake lemma miatt a 33 piros pont kozott behuzott élek alkotta grafnak nem lehet minden
pontja paratlan foku, ezért lesz olyan piros pont, amibdl paros sok 1j él indul. Hasonldéan lesz ilyen
csucs a fehér, a zold és a sarga csicsok kozott is. Ezen csticsok fokszdama pedig a kiegészitett grafban
péaratlan lesz. (4 pont)
Azt kaptuk, hogy barhogyan is probalkozunk legaldabb 4 paratlan fokd csics marad, igy nem érhetd
el a feladatban leirt tulajdonsédg. (1 pont)



A Szamitastudomany alapjai
2. pZH javitékules (2017. 12. 11.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6é gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltér6, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az ttmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altaldban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Legfeljebb mennyi lehet egy legfeljebb 100-éll egyszert graf kromatikus szama?

Tegyiik fel, hogy a G graf legfeljebb 100 éli, és a leheto legkevesebb szinnel van kiszinezve. Ekkor
barmely két szinosztdly kozott kell élnek vezetnie, ugyanis ha két szinosztdly csicsai kozott nem ve-
zetne él, akkor e két szinosztaly csucsait kézos szinnel szinezve a kromatikus szaméanal eggyel kevesebb
szinnel tudnank G-t kiszinezni, ami lehetetlen. (3 pont)
Ez azt jelenti, hogy ha k szinosztaly van a szinezésben, akkor 100 > (’;) ( )
Mivel () =157 =105 > 100, ezért a kromatikus szdm 15-nél bizonyosan kisebb. ( )
A 14 viszont elérhetd, pl Kq4 megfelel. (1 pont)
A feladat kérdésére tehat 14 a vélasz. ( )

2. Mennyivel novekszik meg a maximalis nagysagu st-folyam nagysaga akkor, ha a jobb oldali halézatban
az ab él kapacitasat 22-re noveljik?

Maximalis nagysagu folyamot keresiink az éran tanult Ford-Fulkerson algoritmus segitségével a meg-
adott halézatban. Az aktualis segédgraf néhany st-titja mentén torténd javitasok utan az abran lathato,
42 nagysagi f folyamot kapjuk. (A nagyobb méretben (pirossal) szedett szamok az f folyam értékét

jelzik az adott élen, ha egy e élen nincs ilyen szdm, akkor f(e) = 0.) (4 pont)
A folyamot egyébként gy kaptuk, hogy sorra az sabt (11), sedt (7), scadt (13), scbadt (11) utakon
javitottunk, zaréjelben a javitas sordn elkiildott folyam nagysaga all. (0 pont)

Az f folyamhoz tartozé segédgrafban s-bél elérheté pontok X
halmaza altal meghatarozott st-vagas szintén 42 kapacitasu,
az ab él kapacitasatol fiiggetleniil. (4 pont)
Mivel a hal6zatban 1étezik 42 nagysagu folyam és ugyanekkora
kapacitasu st-vagas, ennél nagyobb st-folyam akkor sem talal-
hato, ha az ab él kapacitasat megnoveljiik. Ezért a maximalis
folyamnagysag nem valtozik akkor, ha az ab él kapacitasa 22-
re no. (2 pont)

(A teljes értékii megoldashoz nem sziikséges, hogy a hallgaté megindokolja, hogyan taldlt 42 nagysdgu
st-folyamot ill. ugyanekkora kapacitasu st-vagast. Ha azonban valamelyik ezek koziil hibés, akkor
nincs megindokolva az optimalitds. Ha szerepel a folyamalgoritmus, de valamit elszamol a hallgato,
akkor viszont egyértelmiien jar részpontszam.)

3. A G péros graf szinosztalyai A = {a,b,c,d,e, f} ill. B ={1,2,3,4,5,6}, élei pedig al, a3, b2, b4, cl,
c3, d3, db, ed, e6, f4, f5. Teljesiil-e A-ra a Hall-feltétel?

A Hall-tétel szerint pontosan akkor teljesiil a Hall-feltétel, ha G-
nek van az A szinosztalyt fed6 parositasa. (3 pont)
Az al,b2,¢3,d5, f6, ed élek teljes parositast alkotnak. (6 pont)
A teljes parositas fedi az A szinosztalyt, tehat az A szinosztalyra
teljesiil a Hall-feltétel. (1 pont) I 4

a b c d e f

Nem sziikséges megindokolni, hogyan talalta a hallgatd a teljes parositast. Természetesen ha az 6ran
tanult médon keres ilyet, azért részpontszam jar, még ha nem is fejezi be a megoldast. A G graf helyes
lerajzolasa 1 pontot ér.




4.

Sikbarajzolhato-e a jobb oldalon lathato graf?

Kuratowski tétele szerint egy graf pontosan akkor sikba-
rajzolhatd, ha nem tartalmazza részgrafként sem a Kj,

sem a K33 egy felosztasat. (2 pont)

A bal oldali abra mutatja, hogy a megadott graf rész-

grafként tartalmazza a K5 egy felosztdsat, (7 pont)

ezért a kérdezett graf nem sikbarajzolhato. (1 pont)

A masodik abrén egy topologikus K3 3 részgraf lathato.

Avagy:

Az oran azt tanitottak, hogy ha egy egyszerii sikbarajzolhaté graf cstucsainak szama n > 3, akkor
élszamara e < 3n — 6 teljestl. (4 pont)
Jelen esetben a grafnak n = 10 cstcsa és e = 25 éle van (1 pont)
marpedig ha sikbarajzolhaté lenne, akkor legfeljebb 3 - 10 — 6 = 24 éle lehetne. (4 pont)
Tehat az abran lathaté graf nem sikbarajzolhaté. (1 pont)

Ha valaki a négyszintételre hivatkozik, akkor az énmagaban 3 pontot ér. Ha kozli, hogy a ZH-ban
szerepelt, hogy ez a graf nem szinezhetd 4 szinnel, akkor az tjabb 3 pont. Ha pedig ennek a ténynek
a bizonyitasat is leirja, azért jar a fennmaradé 4 pont.

Oldjuk meg a 21z = 35(68) kongruencidt.

Mivel (68,21) = 1, ezért pontosan egy megoldas lesz modulo 68. (1 pont)
Ekvivalens dtalakitdsokkal dolgozunk, elészor a 68-hoz relativ prim 3-mal szorzunk: 63z = 105(68),
amit —5x = 37 alakba frhatunk 4t. A 13-mal szorzds ismét ekvivalens dtalakitds, igy —65z = 481(68)
adodik, amit 3z = 5(68) alakba frhatunk. Furfangosan ezt 3z = —63(68) alakba irva oszthatunk
3-mal: z = —21(68), (8 pont)
azaz x = 47(68) a megoldas. (1 pont)

Miikodik persze az univerzalis médszer is.

21z = 35(68) és 68z = 0(68) <= bx = —105(68) és 21z = 35(68) <= bxr = 31(68) és 21z =
35(68) <= = = 35—4-31(68) és 5z = 31(68) <= = = —21(68) és 5z = 31(68) <= = = —21(68)
és 0z = 31+ 5 - 21 = 136 = 0(68). (9 pont)
A megoldés tehat az x = —21 = 47(68) (1 pont)

Tegyiik fel, hogy ¢ : E — R, kapacitasfiiggvény a G = (V, E) irdnyitott graf élein, valamint s, x és
t a G cstcsai. Lehet-e 222 a maximalis nagysagi sz-folyam nagysdga, ha tudjuk, hogy a maximalis
nagysagu st-folyam nagysaga 111 és a maximalis nagysagu xt-folyam nagysaga pedig 3337

Mivel a maximalis nagysagu st-folyam nagysaga 111, ezért létezik olyan X halmaz, amely 111 nagysagu
st-vagast indukal. (3 pont)
Nyilvan s € X ést ¢ X. Ha most v € X, akkor X egyuttal 111 kapacitasi xt-vagast is meghataroz,
ami lehetetlen, hiszen a feladat szovege szerint 1étezik 333 nagysagu (tehdt 111-nél nagyobb) xt-folyam.

(3 pont)
Ezek szerint © &€ X. Am ekkor X egy 111 nagysagu sx-vagast indukal. (3 pont)
Ez pedig azt jelenti, hogy nem létezhet 111-nél nagyobb sz-folyam, igy 222 nagysagi sem. (1 pont)



