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Tudnival6k

Egészértékiiségi (EgEr) lemma: Ha a c kapacitéasfiiggvény minden élen egész értéket vesz fel,
akkor a maximalis nagysagu folyamok kozt létezik olyan f folyam, ami minden élen egész értéket
vesz fel (azaz ha a ¢ kapacitéas egész, akkor létezik egészfolyam a maximaélis folyamok kozott).

Edmonds-Karp tétel: Ha a javito utas algoritmusban mindig egy lehetd legkevesebb élbél allo
javito ut mentén javitunk, akkor legfeljebb nm javitas kell a maximalis folyam megtalaldsahoz, ahol
n a halozat cstucsainak, m pedig az éleinek szama.

Def: A G(V,E) grafban éleinek M részhalmaza figgetlen (mas szoval pdrositds), ha F élei
diszjunktak, azaz G barmely cstcsa legfeljebb egy élnek végpontja. (Es M-ben hurokélek sincsenek. )
A G-beli fiiggetlen élek maximalis szamat v(G) := {|M| : M a G parositasa} jeloli, tehat v(G) = k,
ha G-nek van k paronként diszjunkt éle, de k + 1 nincs. A G graf egy teljes pdarositdsa alatt a G
olyan F' parositasét értjiikk, amely G minden pontjat fedi, azaz V minden pontjabol indul F-nek éle.

A G graf csucsainak U részhalmaza fiiggetlen ha U nem feszit élt, azaz U-nak semelyik két cstcsa
sem szomszédos egymassal. A legnagyobb fiiggetlen ponthalmaz méretét o(G) jeloli, azaz o(G) = k,
ha van G-nek k paronként nem szomszédos pontja, de k + 1 nincs.

Az U ponthalmaz lefogo tulajdonsagi, ha U lefogja G minden élét, azaz G minden élének van U-
beli végpontja, mas széval G — U fiires graf. A G minimalis méreti lefogd ponthalmazénak mérete
7(G) = k ha van k méretd lefogdé ponthalmaz G-ben, de k — 1 méreti nincs.

A G éleinek F részhalmaza lefogé élhalmaz ha V(F) = V(G), azaz G minden csicsabol indul
legalabb egy F-beli él. A lefogo élhalmazok koziil a legkisebb mérete p(G), vagyis p(G) = k, ha k él
le tudja fogni G minden pontjat, de £ — 1 nem.

Megfigyelés: Tetsz6leges véges G = (V, E) grafra (1) v(G) < 3|V| és (2) v(G) < 7(G), (3)
a(G) < p(G) (ha G-nek nincs izolélt pontja), (4) U C V pontosan akkor fiiggetlen, ha V'\ U lefogo
ponthalmaz. Végiil (5) a(G) = w(G), ha G egyszert.

Def: A G = (V, E) gratban az U C V ponthalmaz fiiggetlen, ha G-nek egyetlen éle sem koti 6ssze
U két pontjat. A G-beli fiiggetlen pontok maximalis szama «(G) = k, ha G-nek van k fiiggetlen
pontja, de k + 1 nincs.

Megfigyelés: (1) G tetsz6leges szinezésében minden szinosztaly fiiggetlen ponthalmaz. (2) G
kromatikus szama a legkisebb olyan k érték, amire V() elgall k db fiiggetlen ponthalmaz uni6jaként.
(3) x(G) - a(G) = [V(G)].

Gallai tételei: Tetszleges véges, n pontu G grafra (1) 7(G) + a(G) = n ha G hurokélmentes,
és (2) ¥(G) + p(G) = n ha G-ben nincs izolalt pont.

Def: Ha G = (V,E) ¢s X C V akkor N(X) := {v e V : 3z € X,vx € E} az X ponthalmaz
G-beli szomszédsaga.

Hall tétel: Tetsz. G = (A, B; F) paros grafnak pontosan akkor létezik A-t feds parositasa, ha
az barmely X C A cstcshalmazra | X| < |N(X)| teljesiil.

Frobenius tétele: Tetsz. G = (A, B; E) paros grafnak pontosan akkor létezik teljes parositésa,
ha (1) |A| = |B| és (2) | X| < |[N(X)]| teljesiil tetszdleges X C A részhalmazra.

Kénig tétel: Ha G véges, paros graf, akkor 7(G) = v(G).

Alternal6 utas algoritmus:

Input: G = (A, B; E) ps graf. Output: M maximélis parosités.

Kiindulunk az M = () parositasbol, és javito utat keresiink. Ez olyan @.n. alternalé dt, aminek
felvaltva M-beliek és M-en kiviiliek az élei és A egy fedetlen pontjabol B fedetlen pontjaba. Ezt
megtehetjiik pl gy, hogy M éleit B-bdl A-ba, G tobbi élét pedig A-bol B-be iranyitjuk, majd
BFS-sel ellenérizziik, hogy van-e iranyitott ut a megfelels fedetlen pontok kozott. Ha van ilyen
ut, akkor az egy javito ut. Ha talaltunk ilyet, akkor az 4t M-beli éleit kidobjuk M-bél, az M-en
kiviilieket pedig bevessziik M-be. Ezaltal egy ijabb parositast kapunk, ami a korabbinal eggyel tobb
¢élt tartalmaz. Ezt kovetGen jabb javito utat keresiink. Ha mér nincs javito at, akkor az aktualis M
parositas maximalis, azaz a mérete v(G). Az A-beli fedetlen cstcsbol alternalé uton elérhets B-beli
csucsokkal és az M altal fedett, A-beli fedetlen csucsbol alternald tton nem elérhetd A-beli csiicsok
egy v(G) méreti lefog6 ponthalmazt alkotnak.




Tablazatba stritett tudomany

a < p | max ftn | min lef | ps grafra v = 7 (Kénig)

pont a T A hurokél: o+ 7 =n (Gallai 1)
él v p Aiz. pont: v+ p=n (Gallai 2)

v<71<2 ps grafra ( A iz. pont) a = p (K&nig)
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Bizonyitsuk be, hogy barmely 2-reguléris paros grafban (tehat amiben minden fokszam 2) a
kiilonb6z6 teljes parositdsok szama mindig 2-nek valamilyen pozitiv egész kitevés hatvanya.
[gazoljuk, hogy tetszéleges véges G grafra 7(G) < 2v(Q) teljesiil.

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges n-csicsi, egyszert G grafra 7(G) — v(G) < § teljesiil.

Tth G egyszertd, |V (G)| = 2000 és 7(G) = 678. Igazoljuk, hogy G-ben nincs teljes parositas!
Legyen G egy olyan egyszert graf, amelynek 1000 csticsa van és minden cstcs fokszama legalabb
6. Igazoljuk, hogy v(G) > 6.

Gyakoroljuk az alternalé utas algoritmust kis gréfokon.‘

Tegyiik fel, hogy a G péros graf k-regularis, azaz minden cstcsanak a fokszama k valamely
k > 1 egészre. Bizonyitsuk be, hogy G-nek van teljes parositasa. Igazoljuk azt is, hogy G élei
gy szinezhetdk ki k£ szinnel, hogy minden csticsbol kiilonb6z6 szintek élek induljanak.

Egy n x n méretd tablazat néhany mezejét zoldre festették tgy, hogy barhogyan is valasztunk
ki k sort, az azokban taldlhat6 zold mezsk legaldbb k oszlophoz tartoznak. Bizonyitsuk be,
hogy kivalaszthatdé n z6ld mez6 gy, hogy azokra bastyakat allitva a bastyak koziil semelyik
ketts sem iiti egymaést.

. A hézassagi tandcsadéson n par iicsorog a varéban. Ebben a kiélezett helyzetben mindenki az

asztalon heveré magazinok koziil probal egy szaméra érdekeset megkaparintani. Tudjuk, hogy
minden varakozo legalabb n magazint érdekesnek talal, am valamiféle kiilénos ok folytan nincs
olyan magazin, amit ugyanannak a hazasparnak mindkét tagja szivesen forgatna. Bizonyitsuk
be, hogy mindenki egyszerre talalhat kedvére vald olvasnivalot.

Tegyiik fel, hogy a GG egyszert, paros graf A szinosztalya 28, a B szinosztalya 33 ponti. Tegyiik
fel, hogy a B szinosztalynak valemely Y részhalmazara |Y| = 18 és |[N(Y)| = 12. Mutassuk
meg, hogy az A szinosztalyra nem teljesiil a Hall feltétel, azaz 1étezik olyan X C A halmaz,
melyre |N(X)| < | X]. (ZH '14)
Tegyiik fel, hogy a 88 pontu G paros graftban a(G) = 44. Igazoljuk, hogy G-re teljesiil a Hall
feltétel, azaz | X| < |N(X)| az A szinosztaly minden X részhalmaza esetén. (pZH ’14)
Tegytik fel, hogy a G egyszert, paros graf mindkét szinosztalya egyenként 99 pontot tartalmaz,
az A szinosztalyban minden pont foka legalabb 66, B-ben pedig legalabb 33. Mutassuk meg,
hogy G-nek van teljes parositasa. (ZH ’15)
Tegyiik fel, hogy G = (A, B; E) egyszert, paros graf A szinosztélyaban 99 cstics van, ezek
barmelyikének a fokszama legalabb 33, de A-ban van 66 olyan cstcs, amelyek barmelyikének
foka legalabb 66. S6t, A tartalmaz 33 olyan csticsot is, amelyek mindegyikébdl legalabb 99 él
indul. Mutassuk meg, hogy G-nek van A-t fed§ pérositésa. (pZH ’15)
Hatarozzuk meg a C), kor, a K, teljes graf ill. a K, ,, teljes paros graf o, 7, v ill. p paramétereit.
Az F élhalmaz a G grafban egyszerre lefogo és fliggetlen. Mit mondhatunk F-rél? Az U
ponthalmaz a G grafban egyszerre lefogo és fiiggetlen. Mit mondhatunk G-rél és U-rol?
Igazoljuk, hogy w(G) < 75, ha G egyszerti, 6sszefiiggd, 100-csticst és van 25 élii parositésa.
Tth a G 110 pontua graf és lefoghato 73 éllel. Igazoljuk, hogy G-nek van 37 éli parositasa.
Legyen a G graf csticshalmaza {1,2,...,2001}, és az i, j cstcsok kozott pontosan akkor menjen
¢l, ha (a) az ¢ + j szam 3-mal osztva 1 maradékot ad ill. (b) ha az ¢ + j és 74 relativ primek.
Hatéarozzuk meg mindkét esetben a v(G), 7(G), p(G), a(G) grafparamétereket.

Legyen a H graf cstcshalmaza {1,2,...,74}, és az i, j csticsok kozott pontosan akkor menjen
él, ha az 0 < |i — j| < 2. Hatarozzuk meg a v(G), 7(G), p(G), a(G) grafparamétereket.
[gazoljuk, hogy tetszdleges izolalt pontot nem tartalmazo G paros grafra a(G) = p(G) teljesiil.
Tegyiik fel, hogy a 88 pontii GG paros graf egy lefogo élhalmaza fliggetlen élekbdl all. Hatérozzuk
meg 7(G) értékét, azaz a G-t lefogd pontok minimalis szamat. (ZH14)



