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Tudnival6k

Def: G = (V,E) egyszerd grif, ha (1) V#0eés  (2) EC (Y) = {{u,v}:u,v € Viu#v}

G graf esetén V(G) jeloli G csicsainak (szégpontjainak), E(G) pedig G éleinek halmazat, azaz
G = (V(G),E(Q)). A G egyszerii graf véges, ha V' véges halmaz.

Def: A G graf egy diagramja egy olyan lerajzolésa, melyben a cstucsoknak (sikbeli) pontok felelnek
meg, ¢leknek pedig a két végpontot Gsszekotd onmagukat nem metszé gorbék.

Def: Az e = {u,v} élt e = uv-vel jeloljiik; u és v az e él végpontjai, u-t és v-t szomszédosnak mond-
juk. Az e és f élek pdrhuzamosak, ha végpontjaik azonosak. Hurokél az olyan él, melynek végpontjai
azonosak. A G = (V| E) grdf, ha V # (), és az E-ben parhuzamos- és hurokél is megengedett.

Def: A G graf v csticsanak d(v) foka a v végpontu élek szama (hurokel ketszer szamit):

d(v) :=|{e € F: v az e végpontja}| + |{e € E : e hurokélv-n}|

All: Ha G véges graf, akkor fokszamainak sszege 2| E(G)|.

K, az n-pontu teljes graf: barmely két pontja 0ssze van kotve.

Def: P, az n-ponti 1it, C, az n-ponti kor (1d. az abran)

Def: A G egyszer( graf komplementere a G := (V(G), () \ E(G )) graf. (Két csucs pontosan akkor
szomszédos G-ben, ha G-ben nem szomszédos.) A G, és Gy grafok izomorfak (G = G5), ha G és
(G, csucsai is megszamozhatok 1-t6l n-ig gy, hogy tetsz. ¢, j-re pontosan annyi él fut ¢ és j kozott
G1-ben, mint Ga-ben.

Def: A G graf sétdja olyan (vy,er,vs, e, ..., vp) sorozat, melyre ¢; = vy € E(G) (Vi) és
€1, 6, ...,¢ex_1 paronként kiilonbozék. Ez a séta korséta, ha v, = vy.

Def: Az 4t (ill. kér) olyan (kor)séta, aminek csticsai (a végpontok azonossagatol eltekintve) kiilon-
bozok. Egyszeri grafban az ut (kor) azonosithato a hozza tartozoé pont- vagy élsorozattal.

Allitas: A G grafban pontosan akkor létezik u és v kozott séta, ha létezik u és v kozott tt.

Def: A G graf dsszefiiggd (0f ), ha barmely két pontja kozott vezet séta.

Def: K C V(G) a G graf komponense, ha barmely u,v € K kozott létezik G-séta, de nem létezik
uv-séta hau € K, v € V(G)\ K. Kobv.: Minden graf egyértelmiien bonthaté komponensekre.
Def: Legyen G = (V, F) graf, e € E, v € V. Ekkor G — e = (V, E '\ {e}) az €ltirlés eredménye; a
csucstorléssel keletkezd G — v grathoz V-bél toroljik v-t, E-bdl pedig a v-re illeszkedd éleket.

Def: A H graf a G graf feszitett/feszitd/jelzonélkiili részgrdafja, ha H megkaphaté G-bdl csticstorlé-
sekkel /éltorlésekkel /cstics- és éltorlésekkel.

Allitas: H a G-nek pontosan akkor (1) részgrafja (2) feszits részgrafia (3) feszitett részgrafja, ha
(1) V(H) CV(G) és E(H) C E(G), (2) V(H)=V(G) és E(H) C E(G) ill.
(3) V(H) CV(G) és E(H) az E(G) azon éleibdl all, amelyek végpontjai V (H )-beliek.

Def: A G véges, egyszerti graf erdd, ha G kérmentes, G pedig akkor fa, ha G Gsszefiiggd erdd.
Allitas: Ha az n cstcst G erdének k komponense van, akkor éleinek szama |E(G)| = n — k.
Ko6v.: Ha F fa, akkor |E(F)| = |V(F)| — 1.

Allitas: A véges, egyszerd G graf pontosan akkor fa, ha az alabbiak koziil legalabb 2 teljesiil:

(1) G &sszefiiggd (2) G kdérmentes (3) G-nek eggyel kevesebb éle van, mint ahany pontja.
Def: A G graf v csticsa levél (ill. izoldlt pont), ha d(v)=1 (ill. ha d(v) = 0).

Allitas: Ha az F fanak legalabb két csticsa van, akkor leveleinek szama is legalabb 2.

Def: F' a G graf feszitdfaja, ha F fa és egyuttal a G feszit6 részgrafja.

Allitas: Tetszoleges G grafnak pontosan akkor van feszitéfaja, ha G Osszefiiggs.

Gyakorlatok

1. Helyezziink két vilagos és két sotét huszart egy 3 x 3-as sakktabla négy sarkaba tigy, hogy az
azonos szintd huszarok atellenes mez&kon alljanak. A huszérokkal a sakkban szokésos mdédon
lépiink gy, hogy sosem allhat egyszerre két figura ugyanazon a mezén. Elérheté-e igy, hogy a
huszarok a tabla sarkaiban allnak, és az atellenes huszéarok kiilonb6z6 szintiek?

2. Rajzoljuk le azt a grafot, melynek pontjai a 4 hosszt nullakbodl és egyesekbdl allo sorozatok és
két cstucs akkor van éllel Osszekotve, ha egyik a masikbol egy ,forgatassal” megkaphato, azaz
ha az egyik a (b1, b, b3, by) akkor a mésik a (by, bs, by, by) sorozathoz tartozé pont.  (ZH ’00)
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. Az el6re megszamozott (cimkézett) n darab pont kézé hanyféleképp htzhatunk be éleket ugy,

hogy egyszert grathoz jussunk? (ZH ’00)
Legyenek a G egyszeri graf csticsai az 1,2, ..., 10 szamok, és két kiilonboz6 cstucs kozott akkor
fusson él, ha a két szam kiilonbsége paratlan. Hany 4 hosszu kére van a G grafnak? (ZH '14)

. A G grafnak n+3 cstcsa van: ebbdl 3 piros (a, b, ¢) és n zold (vy, va, ..., v,). Két cstics pontosan

akkor szomszédos G-ben, ha a szintik kiilonbozik. Hany 6 pontt kor van a G grafban?(ZH '16)
Tegyiik fel, hogy a haromszoget nem tartalmazoé, iranyitatlan, 100 cstcst G egyszerd graf
4-reguléris, azaz minden fokszama 4. Hany 3-éld utja van G-nek? (pZH '12)
Hatérozzuk meg az 6sszes olyan véges, egyszert G grafot, aminek nincs két azonos foku cstucsa.
Mutassuk meg, hogy ha G véges graf, akkor paratlan foki pontjainak szama paros. Igazoljuk
azt is, hogy ha GG nem véges, akkor ez nem feltétleniil igaz.

. Van-e olyan egyszerti graf, aminek a fokszamai a.) 1,2,2,3,3,3ill. b.) 1,1,2,2,3,4,47
10.

Bizonyitsuk be, hogy barmely 13 ember koézott van olyan, aki legalabb 6 mésikat ismer vagy
van koztiik 3 olyan, akik paronként nem ismerik egymaést. (Az ismeretség kolcsonds.)
Igazoljuk, hogy ha egy 6 cstuicst G graf fokszamai 2,2, 2,4, 5, 5, akkor G nem egyszerd. (pZH '14)
Tegyiik fel, hogy G egyszert graf és n csiicsa van. Mutassuk meg, hogy ha d(v) > % teljesiil
G-nek minden cstcsara, akkor G Osszefiiggs.

Tegyiik fel, hogy a G egyszerii grafnak 100 csicsa van, melyek barmelyikének a fokszama
legalabb 33, tovabba G-nek van olyan cstcsa, melybdl legalabb 66 él indul. Bizonyitsuk be,

hogy G 6sszefiiggs. (ZH ’15)
A G egyszerii grafnak 2k pontja van, minden pontjanak foka legalabb k& — 1, és G-nek létezik
egy legalabb k-adfokt pontja. Bizonyitsuk be, hogy G Osszefiiggs. (V '02)

Legyenek e, f és g a G egyszert, Osszefliggd graf kiillonbozs élei. Tegyiik fel, hogy a G graf
Osszefliggd marad, barmely élét is hagyjuk el, am a G —e — f és a G — e — g grafok egyike sem
Osszefiiggs. Igazoljuk, hogy ekkor a G — f — g graf sem Osszefiiggd.

[gazoljuk, hogy ha v egy véges G graf paratlan foku cstcsa, akkor G-ben van olyan ut, amely
v-t a G egy maésik paratlan foku cstcsaval koti Ossze. (pZH ’15)
Mutassuk meg, hogy ha egy G grafnak 11 csticsa és 45 éle van, akkor G-nek van olyan cstcsa,
ami legalabb 9-edfok.

Talaljuk meg (izomorfia erejéig) mindazon egyszert grafokat, melyekre

a)n=5m=2 bn=5m=3 ¢)n=5m=7 d)n=4m=5 e)n=5m=238
ahol n ill. m jeloli a graf cstucsainak ill. éleinek szamat.

Hogy néz ki az a lehets legkevesebb csticsot tartalmazo egyszerd graf, amelyben a legrévidebb
kor hossza pontosan 4 és minden pont harmadfoka? (ZH *98)
Hany olyan paronként nem izomorf, 6 pontt, Osszefiiggs, egyszerd graf létezik, melyben két
masodfoku és négy harmadfokd pont van? (ZH ’00)
Mutassunk a komplementerével izomorf, 5- ill. 6-ponta grafot!

Igazoljuk, hogy barmely egyszert graf élei irdnyithatok gy, hogy ne j6jjon létre iranyitott kor.
Ketten a kovetkezs jatékot jatsszak. Adott n pont, kezdetben semelyik kettd nincs Gsszekotve.
A jatékosok felvaltva lépnek, minden lépésben a soron kovetkezs jatékos az m pont koziil két
tetszGlegesen valasztott kozé behuz egy élet. Az veszit, aki kort hoz létre. A kezds vagy a
méasodiknak 1ép& jatékos nyer, ha mindketten a lehets legjobban jatszanak? (V °00)
A G egyszerd grafnak e egy olyan éle, aminek elhagyasaval fat kapunk. Mutassuk meg, hogy
G-nek még legalabb két masik éle is rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

Ha T7 és Ty két fa ugyanazon a véges ponthalmazon, és e; a 17 tetszéleges éle, akkor létezik
Ty-nek egy ey éle, hogy T) — ey + €9 és Ty — es + e s fa.

Tegyiik fel, hogy az F' fanak csak elsé-, masod- és harmadfoku cstcsai vannak, utébbibol pon-
tosan tiz darab. Hatarozzuk meg I leveleinek (azaz els6foku cstcsainak) a szamat. (pZH '16)
Egy fanak 8 cstucsa van, fokszamai pedig kétfélék. Mi lehet ez a két szam? (V "99)
Hény pontja van annak a T fanak, melyre |E(T)| = 15 - |[E(T)|? (V °00)
Hény feszitéfaja van a K, Ko, K3, K4 ill. K5 grafoknak?

Egy n x n méretd T tdblazatnak nincs két egyforma sora. Bizonyitsuk be, hogy T-nek van
olyan oszlopa, amelynek torlése utan a kaptott tablazatban tovabbra sincs két egyforma sor.(*)



