A Szamitastudomany alapjai
2. ZH javitékulcs (2016. 11. 24.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6é gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, Am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltér6, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az ttmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altaldban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy a G grafnak 100 pontja van, kromatikus szama x(G) = 15, és G-nek van 8 olyan
pontja, amelyek egymassal és G minden mas pontjaval 0ssze vannak kotve. Mutassuk meg, hogy a
G-beli fiiggetlen pontok maximalis szaméra a(G) > 14 teljesiil.

Tekintsiik G cstcsainak egy x(G) = 15 szinnel torténd kiszinezését. Ebben a szinezésben a 8 teljes

fokt pont mindegyike egyméstol és a tobbi csics szinétdl kiillonbozo szint kap. (3 pont)
A maradék 92 pontot tehat 15 — 8 = 7 szinnel szineztiik ki. (3 pont)
E 7 szinhez tartozé szinosztélyok kozott van tehdt olyan, amely legalabb 92/7 > 13 szint tartalmaz.

(3 pont)
Ez a szinosztély tehét egy legalabb 14 pontu fiiggetlen ponthalmaz, igy a(G) > 14. (1 pont)

2. Mutassunk a bal oldali abrén lathaté (G, s, t, ¢) hilézatban egy minimélis kapacitasu st-vagast.

Maximalis nagysagu folyamot keresiink az éran tanult Ford-Fulkerson algoritmus segitségével. Az
aktudlis segédgraf néhany st-tutja mentén torténd javitdsok utan az abran lathatd, 42 nagysaga f
folyamot kapjuk. (A nagyobb méretben (kékkel) szedett szamok az f folyam értékét jelzik az adott
élen, ha egy élen nincs ilyen szam, akkor azon f = 0.) (4 pont)
A folyamot egyébként tigy kaptuk, hogy sorra az sabct (7), sdeft (9), sdbft (6) sabft (4), saedbft
(9), saechbft (7) utakon javitottunk, zardjelben a javitas soran elkiildott folyam nagysaga all. (0 pont)

A megfelel6 segédgrafban s-bol elérheté pontok X @ 11] I b 1) c /
halmaza altal meghatarozott st-vagas szintén 42
kapacitds. (4 pont) ¢
Mivel a héalézatban 1étezik 42 nagysagu folyam, O
ezért tetszoleges st-vagdas kapacitdsa legalabb 42.
Marpedig mi talaltunk egy pontosan 42 kapacita-

su st-vagast. Bz azt mutatja, hogy az dbran szag-
gatott vonallal jelzett st-vagas valéban minimalis
kapcitas. (2 pont)

(A teljes értékii megolddshoz nem sziikséges, hogy a hallgaté megindokolja, hogyan talalt olyan folya-
mot és st-vagds, melyek nagysaga ill. kapacitasa megegyezik.)

3. Tegyiik fel, hogy a G = (V, E) paros grafnak 100 pontja van, és fiiggetlen pontjainak maximalis szama
a(G) = 50. Igazoljuk, hogy G pontjainak tetszéleges X részhalmazara |N(X)| > | X]| teljestil.

Mivel egy paros grafban bizonyosan nincs hurokél, alkalmazhatjuk Gallai tételét, ( )
miszerint 100 = |V(G)| = o(G) + 7(G) = 50 + 7(G), azaz 7(G) = 100 — 50 = 50. (2 pont)
Koénig tétele szerint v(G) = 7(G) teljesiil tetszbleges paros grafban, igy v(G) = 7(G) = 50. ( )
Mivel G-nek 100 pontja van, ezért a v(G) = 50 azt jelenti, hogy G-nek van teljes parositasa. (2 pont)
A Frobenius-tétel miatt ilyenkor barmely szinosztaly barmely X részhalmazara |[N(X)| > | X]| teljesiil,

(2 pont)
és a paros graf strukturdjabdl adédéan ebbél az is kovetkezik, hogy az [N (X)| > | X| relacié a G graf
cstcsainak tetszdleges részhalmazara fenndll. (1 pont)

4. Sikbarajzolhaté-e a jobb oldali abran lathatéd graf?

A kérdezett graf nem sikbarajzolhaté. Ennek indoklasdhoz a Kuratowski tétel miatt elegend6 a meg-
adott grafnak olyan részgrafjat talalni, ami K5 vagy K33 soros bévitése. (3 pont)




Egy ilyen részgraf konkrét megadasa fejezi be a bizonyitast. (7 pont)
(Az alédbbi dbra két lehetséges részgrafot mutat.)

5. 100 villamosmérnok-hallgaté jar SzA eldadasra. Koziilitk azok a hallgatok, akiknek pzh-t kell irniuk,
az el6adas végén bedobnak fejenként 42 db egyforintost egy kalapba. Az igy Osszegyujtott pénzt a
tankorvezeto 128 forintonként rollnikba csomagolja, amiket majd kisorsolnak a diplomaosztén. Végiil
éppen 100 forint maradt rollnizatlan. Hany hallgaténak kell pzh-t {rnia? (A feladatbeli szereplék
kitalalt személyek: barminemi hasonldsag a valdsaggal puszta véletlen.)

Ha z hallgaté koteles iv-zni, akkor érvényes a 42z = 100(128) kongruencia. (
2-vel osztaskor a modulust is osztva ekvivalens atalakitdssal 21z = 50(64) adédik. (
Mivel (64,3) = 1, ezért a 3-mal szorzds ekvivalens atalakitds: 63x = 150(64) . (
Innen —z = 22(64), azaz © = 42(64) . (1 pont
Figyelembevéve, hogy 0 < z < 100, z = 42 adodik, (
tehat a valasz 42. (

<7

Megoldhaté a feladat masképp is. Legyen y az elkésziilt rollnik szdma. Ekkor 128y +100 = 42z alapjan

a 128y = —100(42) linedris kongruencia adédik. (

Redukalas utan kapjuk a 2y = 26(42) kongruencidt, (

amit 2-vel osztva a megoldas y = 13(21) lesz. (2 pont

A kapott rollnik szdma nem lehet tobb mint 42 - 100/128 < 33, (

ezért csakis az y = 13 lehetséges, (

ahonnan 128y + 100 = 42z alapjan x = 42. (2 pont
Tegyiik fel, hogy valamely G véges, egyszerii grafban a lefogd ponthalmaz minimalis méretére és a

maximalis klikkméretre 7(G) = w(G) — 1 teljesiil. Igazoljuk, hogy G kromatikus szama x(G) = w(G).

Az éran azt tanitottak, hogy x(G) > w(G) teljesiil minden véges, egyszerii G graftban, (1 pont)
ezért elegendd a x(G) < w(@) egyenlétlenséget igazolni, (1 pont)
amihez nem kell mds, mint azt megmutatni, hogy G csicsai kiszinezhet6k w(G) szinnel. (1 pont)
Mivel w(G) = 7(G)+1, ezért elegendd azt megmutatni, hogy tetszoleges véges, egyszerii G graf csiicsai
7(G) + 1 szinnel kiszinezhetok. (1 pont)

Tekintsiink egy minimélis (azaz 7(G)) méretii lefogdé U ponthalmazt, és szinezziik ki az U-beli pontokat
csupa kiilonboz6 szinnel, majd adjunk a V'\ U-beli pontoknak egy, az eddig felhasznédltaktdl kiilonb6zo,

koz6s szint. (3 pont)
Igy G minden csticsahoz rendeltiink szint, és ehhez 7(G) + 1 szint hasznaltunk fel. (1 pont)
Legyen e a G graf egy éle és legyen u az e egy U-beli végpontja. Mivel az u-hoz hasznalt szint semelyik
mas csucshoz nem hasznaltuk fel, ezért e két végpontja kiillénboz6 szint kapott, (1 pont)

igy meg tudtuk szinezni G csicsait 7(G) + 1 szinnel. Ezzel a bizonyitast befejeztiik. (1 pont)



