A Szamitastudomany alapjai
1. pZH javitékulcs (2016. 12. 05.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetdé gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Hényféle dtvonalon tuduk eljutni a sikon (0,0) koordindtdju pontbdl a (9,10) koordindtaju pontba
ugy, hogy az utvonal minden pontjanak valamelyik koordindtaja egész legyen, tovabba az 1t soran
sosem tavolodhatunk a célponttol?

(Nem kell kiszamitani a pontos eredményt: elég egy zart formula, ami mutatja, hogy egy alapmiivele-
teket ismerd szamoldgéppel hogyan kaphaté ez meg.)

Minden leszamlalandé itovonalnak megfelel egy olyan 19 hossziisagu sorozat, amely az egyes 1épéseink
sorrendjét irja le, azaz minden karakter vagy j vagy f és pontosan 9 db j és 10 db f karaktert tartalmaz.

(2 pont)
Kiilénboz6 utvonalakhoz kiilonb6z6 sorozatok tartoznak, tovabba minden fenti tulajdonsagu sorozat
meghatdroz egy leszamldlandé ttvonalat. (2 pont)
Ezért a leszamlalandé utvonalak szama pontosan annyi, mint a fenti tulajdonsagu sorozatok szama.

(2 pont)
Az ilyen sorozatokat pedig ugy kaphatjuk meg, hogy tetszolegesen megvalasztjuk, hogy a 19 karak-
terb6l melyik 9 helyen vannak a j karakterek. (2 pont)
Ezt pontosan (199)-féleképp tehetjiikk meg, ez tehat a véalasz a feladat kérdésére. (2 pont)

2. Tegyiik fel, hogy az F' fanak csak els6-, masod- és harmadfoki csicsai vannak, utébbibdl pontosan tiz
darab. Hatarozzuk meg F' leveleinek (azaz els6foku cstcsainak) a szamat.

Jelolje ny,ng ill. n3 rendre a levelek, masodfoki csiucsok és harmadfoku csicsok szamat. Ekkor F

csicsainak szdma n = n; + ng + n3 és a feltétel miatt nz = 10. (2 pont)
Az F fa éleinek szama a tanultak szerint |E(F)|=n—1=mn;+ny+n3z—1 (3 pont)
Tanultuk, hogy véges graf cstucsainak fokszamdosszege éppen az élszam kétszerese, (3 pont)
azaz ni + 2ng + 3ns = 2nq + 2ny + 2n3 — 2, ahonnan ny = n3 +2 = 10 + 2 = 12 addédik. A kérdésre a
valasz tehdt az, hogy F-nek pontosan 12 levele van. (2 pont)

3. A bal oldali abréan lathatoé a G iranyitatlan graf és az élek koltségei. Hatarozzuk meg, hogy ha e és
h pontok kozé egy 1j eh élt hizunk be, akkor ezen élnek milyen kéltséget adhatunk ahhoz, hogy eh
benne legyen a kapott grafnak legalabb egy minimalis koltségii feszitéfajaban.

Az o6ran tanult Kruskal algoritmus segitségével az élekrol novekvd koltség szerint eldontjiik, hogy
bevessziik-e a feszitéfaba. A bal oldali dbran az ily médon kapott, minimadlis koltségu F' feszitéfa

lathato. (5 pont)
Az eh él behuzasa a feszitofdban létrehozza az ebcfih kort. Ezen a koron a 17 koltségli fi él a
legdragabb. (1 pont)

Ha tehat eh koltsége legfeljebb 17, akkor F-bol tordlve fi-t és bevéve eh-t egy F-nél nem dragabb
feszit6fat kapunk, ezért ebben az esetben az eh él benne lehet minimélis koltségi feszit6faban. (1 pont)
Ha azonban eh koéltsége 17-nél tobb, akkor barhogyan is vesziink egy, az eh élt tartalmazo feszitofat,
ha ebbdl toroljiik eh-t, akkor az ebcfih ut valamely x éle az igy keletkez6 két komponenst koti Ossze.

Ezért ha eh-t x-re cseréljiik, akkor egy olcsobb feszitéfat kapunk, (1 pont)
igy G-nek semelyik eh-t tartalmazo feszit6faja nem lehetett minimdlis koltségii. (1 pont)
A feladat kérdésére a valasz tehat az, hogy az eh élkoltsége legfeljebb 17 lehet. (1 pont)

4. Hatéarozzuk meg a kozépso dbran lathato PERT problémaban a kritikus tevékenységeket.




Els6ként meghatérozzuk PERT graf pontjainak egy topologikus sorrendjét (pl. forrasok megtaldldsé-
val és torlésével). Megkapjuk pl az b, a,c,d, e, g, h,i, f sorrendet. (2 pont)
Ebben a sorrendben meghatarozzuk az egyes tevékenységek legkorabbi kezdési idejét, és az azt meg-
hatarozd, az adott csicsba futé élt (éleket) megjeloljiik. (Az dbran vastagitassal ill. a cstcsok melletti

szamokkal. ) ( 5 pont)
Ezutan meghatarozzuk a kritikus tevékenységeket, azaz mindazon tevékenységeket, melyek kritkus
uton vannak. (1 pont)
Kritikus 1t jelen esetben az olyan iranyitott bf-ut, amely megjelolt élekbdl all. (1 pont)
Egyetlen kritikus Ut van, mégpedig a badgh f, ezért a kritikus tevékenységek kizardlag ezen 1it pontjai,
azaz b,a,d, g, h, f. (1 pont)
A PERT probléméban a legrovidebb végrehajtdsi idé egyébként 42. (0 pont)

. Tegytik fel, hogy a 10 csticsu, egyszeri GG graftban az egyes cstucsok fokszamai rendre 3, 3, 3,4,4,4,4,9,9,9.

Bizonyitsuk be, hogy G-nek nincs Hamilton-kore.

A 3 db 9-edfoki cstics G minden maés csicsaval és egyméssal is szomszédos. (2 pont)
Ezért ha elhagyjuk ezt a harom cstcsot, akkor az igy kapott grafban a fokszdamok 0,0,0,1,1,1,1
lesznek. (2 pont)
Ez azt jelenti, hogy harom izolalt pont mellett még 4 db negyedfoki pontot kapunk, azaz a torlés
utdan megmaradd grafnak legalabb 4 komponense lesz. (3 pont)

A Hamilton-kor létezésének tanult sziikséges feltétele szerint k pont elhagyasakor egy Hamilton-korrel
rendelkez6 graf legfeljebb k& komponensre eshet szét. Ez a feltétel a megadott G grafban nem teljesiil,
tehat G-nek nincs Hamilton-kore. (3 pont)
Mivel a fenti 3 csiics torlése utan legaldbb 5 komponens keletkezik, G-nek Hamilton-tja sincs. (0 pont)
Tegyiik fel, hogy a jobb oldali abran lathaté F' fa a G grafnak egyszerre az h-gyokerti BFS faja és a
d-gyokeriit DFS faja. Legfeljebb hany éle lehet G-nek?

Az 6rén azt tanitottdk, hogy irdnyitatlan grafban a DFS bejaras utédn nem lesz keresztél, (2 pont)
és az is szerepelt, hogy a BF'S fanak csak olyan csicsai kozott futhatnak G élei, melyek gyokértol mért

tavolsdga legfeljebb 1-gyel tér el egymastol. (2 pont)
Tehat GG minden, a megadott faban nem szerepl6 éle a d gyokérbdl nézve leszarmazottakat kot 6ssze,
mig a h gyokérbol nézve keresztélnek kell lennie. (2 pont)

Ebbél az kovetkezik, hogy csak olyan éle lehet G-nek a megadottakon kiviil, amely d-bél indul, (1 pont)
tovabba (mivel d a h-tél 1 tavolsdgra van), az él masik végpontja h-tél a faban 0,1 vagy 2 tavolsagra
lehet. (1 pont)
Az d tovabbi szomszédai tehat csakis ¢ és e lehetnek, rdaddasul mindketté valéban lehet is szomszéd,
hisz mind a DFS, mind a BFS meg tudja taldlni F-et, ha ezen élek jelenlétében futtatjuk a megfeleld
gyOkérbdl. (1 pont)
Ez azt jelenti, hogy G-nek az F' élein tul legfeljebb két tovabbi éle lehet, ami 6sszesen 10 él. Ez a
vélasz tehat a feladat kérdésére. (1 pont)



A Szamitastudomany alapjai
2. ZH javitékulcs (2016. 12. 05.)

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az titmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy G egy 100 pontu, egyszert graf, melynek komplementerében a maximalis klikkméret
w(G) =10, és G egy v pontjanak foka pedig d(v) = 92. Mutassuk meg, hogy a G kromatikus szamara
fennall a x(G) > 11 egyenlétlenség.

Mivel a(G) = w(G) = 10, (1 pont)
ezért G barmely szinezése olyan, hogy abban egyetlen szinosztdly mérete sem lehet 10-nél nagyobb.

(3 pont)
Raddasul a v-t tartalmazo szinosztédly csakis olyan pontokat tartalmazhat, amelyekkel v nincs Gssze-
kétve. Marpedig ilyen pontbdl (v-t is beleértve) tsszesen 100 — d(v) = 8 db van. (2 pont)
Ha tehét elhagyjuk a v cstcs szinosztéalyat, legalabb 92 pont marad, amelyeknek a lefedéséhez legalabb
2 > 9 szinosztaly sziikséges. (2 pont)

Azt kaptuk, hogy barmely szinezésnek van legalabb 10 olyan szinosztalya, amely v-t nem tartalmazza,
tehdt G pontjainak kiszinezésére 10 szin nem elegendd, igy x(G) > 11 adédik a kromatikus szdmra.
Nekiink pedig pontosan ezt kellett megmutatnunk. (2 pont)
2. Taldljunk a bal oldali dbran lathaté (G, s, t, ¢) hdlézatban egy maximélis nagysdgu st-folyamot.
Maximalis nagysagu folyamot keresiink az éran tanult Ford-Fulkerson algoritmus segitségével. Az
aktudlis segédgraf néhany st-iutja mentén torténd javitdsok utan az abran lathato, 42 nagysagu f
folyamot kapjuk. (A nagyobb méretben (kékkel) szedett szamok az f folyam értékét jelzik az adott

élen, ha egy élen nincs ilyen szam, akkor azon f = 0.) (7 pont)
A folyamot egyébként tigy kaptuk, hogy sorra az sabet (11), sdft (7), sdect (5) saect (8), sdbaect (11)
utakon javitottunk, zaréjelben a javitas soran elkiildott folyam nagysaga &ll. (0 pont)

A megfelel6 segédgrafban s-bol elér-
het6 pontok X halmaza altal meg-
hatarozott st-vagas szintén 42 kapa-
citésu. (2 pont)
Mivel a héalozatban létezik 42 kapa-
citasu st-vagas, ezért tetszoleges st-
folyam nagysaga legfeljebb 42. Mar-
pedig mi talaltunk egy pontosan 42
nagysagu st-folyamot. Ez azt mu-
tatja, hogy az abran megadott st-
folyam valéban maximalis nagysagu.
(1 pont)
A teljes értékit megoldashoz nem sziikséges, hogy a hallgaté megindokolja, hogyan talalt olyan folyamot
és st-vagas, melyek nagysaga ill. kapacitdasa megegyezik. Ha azonban nincs semmiféle indoklas arra
vonatkozéan, honnan szarmazik a folyam (és a vagas), és a megadott f nem maximélis folyam (esetleg
nem is folyam), gy legfeljebb az a 2 pont jarhat, ami az optimalitasi feltétel ellenérzésével torténd
indoklasat értékeli.
3. Sikbarajzolhato-e a jobb oldali abran lathatéo G graf?

Igen, sikbarajzolhaté. Ennek bizonyitasara elegendé egy konkrét sikbarajzoldst mutatni. (2 pont)
Egy ilyen lathaté a jobb oldali abran. (8 pont)
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4. Festéktiisszento Hapci Bend és Madarvédd Golydkapkodd egyarant januar 1-jén sziilettek: Festék-
tiisszento 2013-ban, Madarvédo pedig 1991-ben. Hany éves Festéktiisszenté akkor, amikor életkora
utoljara osztdja Mararvédo életkoranak és egyuttal az aktudlis évszamnak is?

Legyen = a kérdezett életkor. Amikor a széban forgd konstellacié bekovetkezik, az aktudlis évszam

2013 + x, Madéarvédé életkora pedig x + 22. (2 pont)
A legnagyobb olyan z egészet keressiik tehat, amelyre x | 2013 + x és = | x + 22 egyarant teljesiil.

(2 pont)
Az els6 oszthatésag ekvivalens azzal, hogy = | 2013, a mésodik pedig azzal, hogy x | 22. (1 pont)
Ezek szerint a célunk 2013 és 22 legnagyobb kozos osztéjanak meghatarozasa. (2 pont)

Szerencsére tanultuk az Euklideszi algoritmust, igy ezzel hatarozzuk meg a valaszt, mégpedig tigy, hogy
minden 1épésben a két szam koziil a nagyobbikat a kisebbikkel torténd osztasi maradékra cseréljiik:
(2013,22) = (22,11) = (11,0) = 11, (3 pont)
tehat a kérdésre a vélasz az © = 11. (1 pont)

Természetesen a kanonikus alakokbdl is meghatarozhaté a legnagyobb kozos 0szto.
5. Mely = egészekre all fenn a 422 = 33(51) kongruencia?

Az axz = b(m) kongruencia megoldhatésiganak tanult sziikséges és elégséges feltétele az, hogy (a,m) | b
teljesiiljon. (1 pont)
Ez teljesiil, hiszen 3 = (42,51) | 33. Nosza, le is osztunk 3-mal: 14z = 11(17). (2 pont)
A 3-mal szorzas ekvivalens dtalakitds, mivel (3,17) = 1. Ezt kapjuk: 42x = 33(17). Innen modl7
redukélds utan —9z = 33(17) addédik, amit tigyesen leoszthatunk 3-mal: —3z = 11(17). Egy —1-gyel
szorzés utan 3x = —11(17), ahonnan 3z = 6(17) kovetkezik. Megint oszthatunk 3-mal: z = 2(17).

(6 pont)
Tekintettel arra, hogy végig ekvivalens atalakitasokat végeztiink, a feladat kérdésére a valasz azon
x-ek halmaza, melyekre x = 2(17) teljesiil. (1 pont)
Ez pedig az eredeti modulis szerint az x = 2(51), x = 19(51) vagy x = 36(51) kongruencidk valame-
lyikének teljesiilésével ekvivalens. (0 pont)

Természetesen mas maodszerrel is megoldhaté a feladat, és a hibatlan megoldds 10 pontot ér. Az is
kifogastalan megoldas, ha nem ellendrizziik az elején a megoldhatdsagot, mert hisz annak a levezetésbél
is adédnia kell.

Tegyiik fel, hogy a G = (V, E) péros grafnak 100 pontja van, és fiiggetlen pontjainak maximalis szdma
a(G) = 55. Igazoljuk, hogy G pontjainak valamely X részhalmazara |N(X)| < |X]| teljesiil.

Gallai tétele szerint, ha egy G grafban nincs hurokél, akkor o(G) + 7(G) = |V(G)|. Mivel G péros,

ezért nincs benne hurokél, igy 7(G) = |V(G)| — a(G) = 100 — 55 = 45. (3 pont)
A péros grafokra érvényes Kénig tétel szerint v(G) = 7(G) = 45. (3 pont)
Tehat a G egyik szinosztalya nem fedhetd péarositassal. (1 pont)
Ekkor a Hall tétel szerint ebben a szinosztalyban van olyan X ponthalmaz, amelyre |N(X)| < |X]|
teljesiil, nekiink pedig pontosan ezt kellett igazolnunk. (3 pont)

Megesik, hogy nem jo6 feladatot tliziink ki. Most is igy tortént. Szerencsére az allitds igaz és a hivatalos
megoldas is helyes. Ett6l még trivialis az allitas, ahogy erre Nguyen Hai ramutatott. Tehat.

Legyen X a GG egy 55 pontu fiiggetlen ponthalmaza. Mivel az X-beli csicsok egyikének sincs X-beli
szomszédja, ezért N(X) C V(G) \ X, (8 pont)
azaz |[N(X)| < |V(G)\ X| = 100—55 = 45 < 55 = | X|. Nekiink pedig pontosan ezt kellett igazolnunk.

(2 pont)



