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6. gyakorlat. Osszeéllitotta: Fleiner Tamas (fleiner@cs.bme.hu)

Tudnivalék

Def: A G = (V, E) graf Fuler-sétdja (Euler-korsétdja) a G graf egy olyan (kor)sétaja, mely E
minden élét (pontosan egyszer) tartalmazza.

Megfigyelés: Ha a véges G grafnak 1étezik Euler-korsétaja, akkor G minden csicsanak fokszama
paros. Ha G-ben létezik Euler-séta, akkor G-nek 0 vagy 2 paratlan foku cstucsa van.

Tétel: Ha a G = (V, E) graf véges és of, akkor G-nek pontosan akkor van Euler-korsétaja
(Euler-sétéja), ha G minden csticsa ps foku (G-nek pontosan 0 vagy 2 ptn fokud csticsa van).

Def: A G graf Hamilton-kére (Hamilton-itja) egy G minden csucsét tartalmazo kor (ut).

Allitas: Ha a véges G grafban létezik Hamilton-kor (ill. Hamilton-tt), akkor G-nek k tetszéleges
pontjat tordlve, a keletkezs grafnak legfeljebb k (ill. k£ 4 1) komponense van.

Dirac tétele: Ha az n-pontu (n > 3), egyszerti G graf minden pontjanak foka legaldbb %, akkor
G-nek van Hamilton-kére.

Ore tétele: Ha az n-pontu (n > 3), egyszert G graf olyan, hogy uv € E(G) esetén d(u)+d(v) >
n, akkor G-nek létezik Hamilton-kore.

Gyakorlatok

1. Legyen G a {p1,p2,...,p2001} ponthalmazon az az egyszerd graf, amire (p;p; € E(G)) <=
li — j| < 2. Van-e G-ben Euler-korséta, Euler-séta, Hamilton-kor ill. Hamilton-at?  (V '01)

2. Legyenek a G, graf pontjai az n hosszu (0, 1) sorozatok. Két pont akkor legyen szomszédos,
ha pontosan egy helyen térnek el egymastol (pl. az n = 4 esetben (0,0,0,1) és (0,1,0,1)
szomszédosak). Van-e a G,, grafnak Euler-korsétéaja ill. Hamilton-kére? (ZH '01)

3. Bizonyitsuk be, hogy ha egy G = (V, E)) véges graftban minden pont fokszama paros, akkor az
E élhalmaz felbonthaté diszjunkt korok unidjéra.

4. Bejarhato-e a 4 x 4-es sakktébla egy huszarral gy, hogy minden mez&t pontosan egyszer
érintlink? (A huszar mindig egy 3 x 2-es téglalap egyik csicsabol az atellenes cstucsaba 1ép.)
Mi a vélasz valodi sakktébla esetén? (A valodi sakktabla 8 x 8-as.)

5. Van-e olyan egyszerd graf, melynek van Euler-korsétaja, tovabba paros szami pontja és pé-
ratlan szamu éle van?

6. Mutassuk meg, hogy egy Osszefliggs graf élei bejarhatok tgy, hogy mindegyiken kétszer me-
gylink végig, éspedig mindkét iranyban egyszer-egyszer.

7. Bizonyitsuk be, hogy ha egy 6sszefiiggs G = (V, E) grafban minden fokszam paros és X C V,
akkor X és V'\ X kozott paros szamu él fut.

8. Igazoljuk, hogy minden 8-regularis grafnak van olyan 4-regularis és 2-reguléris részgrafja is,
ami élek torlésével keletkezik.

9. Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2n-pontu G gratban van Hamilton-kor, akkor kivalaszthatd G-nek
néhany diszjunkt éle tigy, hogy GG minden pontja végpontja valamelyik kivalasztott élnek.

10. Mutassuk meg, hogy ha egy G grafban van Hamilton-kor, akkor a G — v ill. a G — e graf G
barmely v csticsara és barmely e élére is Osszefiiggs.

11. Tegytik fel, hogy G of graf és K egy olyan kore G-nek, aminek tetszéleges élét torolve, a kapott
ut G egy leghosszabb tutja. Bizonyitsuk be, hogy K a G Hamilton-kore.

12. Legalabb hany éle van egy olyan hat pontu grafnak, melynek van Hamilton-kore?

13. Ha egy 3-regularis G grafban van Hamilton-kor, akkor G élei hdrom szinnel szinezhetdk gy,
hogy azonos szint éleknek ne legyen kozos végpontjuk.

14. Legyen G egy 2n cstcsu egyszerd graf és tegyiik fel, hogy G minden csticsanak legalabb n
szomszédja van. Bizonyitsuk be, hogy ha G minden élének ki szeretnénk vélasztani legalabb
egy végpontjat, akkor G-nek legalabb n cstucsat kell kivalasztanunk. (ZH '99)

15. Egy tarsasagban barmely két embernek legalabb két kozos ismerdse van. Igaz tovabba, hogy
barmely két ember vagy ismeri egymaést, vagy a tarsasag barmely harmadik tagjat legalabb
az egyikiik ismeri. Bizonyitsuk be, hogy a tarsasag tagjai leiiltethetSk egy (megfelel6 méret)
kerek asztal koré tigy, hogy mindenki két ismerése kozott iiljon. (ZH ’00)

16. A G egyszeri grafnak 2n 4+ 1 cstcsa van és minden csticsénak legalabb n a foka. Bizonyitsuk
be, hogy G-ben van Hamilton-ut! (ZH '01)




