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Tudnivalék

Def: A G = (V,E) (irdnyitott vagy iranyitatlan) graf egy bejdrdsdn a V-beli csiucsok végig-
latogatasat értjiik, ahol a alabbiak szerint. Az wtjonnan elért csiicsot (ha lehetséges) mindig mar
kordabban elért csticsbol kell egy oda vezeté él mentén elérni. Ha ez nem lehetséges, és még van
eléretlen csucs, akkor tetszoleges csuccesal lehet a kovetkezonek elért csics. (Iranyitatlan graf esetén
minden élt oda-vissza iranyitott élnek tekintiink.) A bejaras soran minden csicsot elériink egyszer
(ez adja az elérési sorrendet), és minden cstcs bejarasat befejezziik egyszer, mégpedig akkor, amikor
észrevessziik, hogy nem érhetd el belSle tijabb eléretlen cstics. Minden csticshoz megjegyezziik azt is,
hogy melyik élen értiik el. Ez utobbi élek alkotjak a bejaras fdjdt, élei a bejarashoz tartozo faélek.
A faban 6sbdl leszarmazottba vezets €l az eldreél, a lesziarmazottbol Gsbe vezets a visszaél, a tobbi
pedig a keresztél.

Meélységi bejaras: Input: G = (V, E) (ir) graf és v € V Output: a G egy bejarasa, azaz
(1) egy mélységi fa (a bejaras faja),

(2) minden u csicshoz egy, az elérési sorrendet meghatarozo m(u) mélységi szam, valamint u # v
esetén egy u-hoz tartozd mutato az u fabeli dsére (arra a cstcsra, ahonnan u-t elértiik),

(3) minden u csticshoz egy, a befejezési sorrendet meghatéarozo b(u) befejezési szam,

(4) G éleinek osztalyozasa. Az xy él faél, ha y-hoz z-et jegyeztiik fel. Az xy él el6reél, ham(z) < m(y)
és b(z) > b(y), visszaél, ha m(x) > m(y) és b(z) < b(y), és keresztél, ha m(x) > m(y) és b(x) > b(y).

Mikodés: Ures veremmel inditunk. Ha iires a verem és G-nek van eléretlen v cstcsa, akkor v-t
elértnek nyilvanitjuk, betessziik a verembe, és v megkapja a soron kévetkezs mélységi szamot. Ha a
verem nemiires és a verem tetején levs z csucsnak van eléretlen szomszédja (mondjuk y), akkor y-t
a verem tetejére tessziik és elértnek nyilvanitjuk. Az y cstcs megkapja a soron kovetkezd mélységi
szamot és feljegyezziik hozzé az elérését biztosité xy élt. Ha a verem tetején levé x-nek nincs eléretlen
szomszédja, akkor akkor az x cstucsot befejezziik, x megkapja a soron kovetkezd befejezési szamot
és x-et kidobjuk a verembdl. Ha a verem kiiiriilt és van még cstucs, akkor tetszéleges eléretlen cstcs
keriil a verembe, ha mar minden csticsot elértiink, akkor végiil osztalyozzuk G éleit.

Megjegyzés: (1) Verem helyett FIFO sorral dolgozva a szélességi bejarast végeznénk el.

(2) A mélységi bejaras énmagat meghivo rekurziv algoritmusként is felfoghato. A v-bdl inditott
Mb(v) bejaras abbol all, hogy mindaddig, amig van v-nek eléretlen u szomszédja Mb(v) meghivja
az. Mb(u) eljarast. Ha nincs ilyen szomszéd, akkor Mb(v) azzal ér véget, hogy ha van még eléretlen
w csucs, akkor meghivja az Mb(w) eljarast.

Allitas: A mélységi bejaras lépésszama linearis, azaz van olyan ¢ konstans, hogy tetszéleges n
cstcst, m éld graf mélységi bejarasahoz legfeljebb c¢(n + m) lépés sziikséges.

Megfigyelés: Ha uv elreél, akkor u elérésekor v még nem lett elérve, de (mivel u befejezésekor
méar minden u-bol elérhetd cstcsot elértiink) u-bol vezet v-be iranyitott ut a mélységi faban. Ha uv
visszaél, akkor van a mélységi faban vu ut, ami az uv éllel egyiitt kort alkot. Ha uv keresztél, akkor
v nem leszarmazottja u-nak, ezért u-t be kellett fejezni v elérése el6tt.

Kov.: Iranyitatlan graf mélységi bejarasa utan egyetlen él sem lesz keresztél.

Def: A G = (V, E) iranyitott graf aciklikus (DAG), ha nincs benne iranyitott kor. A G cstcsa-
inak vy, v9,...,v, sorrendje topologikus sorrend, ha él csak kisebb indexi csticsbol futhat nagyobb
indextibe: viv; € F =1 < j.

Megfigyelés: Ha G DAG, akkor tetszGleges mélységi bejarasdban a csiicsok befejezési sorrend-
jének megforditasa topologikus sorrend.

Kov.: Tetsz6leges G iranyitott grafra ekvivalensek az aldbbiak: (1) G DAG, (2) G mélységi
bejarasakor nem keletkezik visszaél (3) G cstucsainak van topologikus sorrendje.

A PERT probléma: Input: a G = (V, E) DAG és egy ¢: E — R, hosszfiiggvény.

Output: Minden v € V csticsra a v-be vezetd leghosszabb iranyitott Gt hossza.

(A szokasos mesében az egyes csucsok a projektbeli  tevékenységek”, az élhosszok pedig azt
mutatjak, legalabb mennyi idének kell eltelnie a két adott tevékenység megkezdése kozott. Az
output az egyes tevékenységek legkorabbi kezdési idejét adja meg, aholis minden uv € E élre k(v) >
k(u) + c(uv) teljesiil.)



A PERT moédszer: Meghatarozzuk G egy vy, v, . .., v, topologikus sorrendjét (pl DFS-sel). A
k(v;) = max{0, max{k(v;) + c(v;v;) : vju; € E}} formulaval sora meghatarozzuk a k(vy), k(ve),. ..
kezdési idSket ill. megjeloljik mindazon v;v; éleket, amelyek a maximumot adjék.

Def: Ha a PERT problémét leiré G grafnak egyetlen nyelGje van, akkor kritikus it alatt az ezen
nyeldbe vezets leghosszabb utat értiink. (Tobb kritikus 1t is lehet.) A kritikus utak minden élét
megjeloltiik a PERT modszer sordn. Kritikus tevékenység pedig minden olyan cstcs, ami a nyelGbe
vezetd kritikus utak valamelyikének cstcsa.

Megfigyelés: Egy tevékenység pontosan akkor kritikus, ha annak megkezdésében a legkisebb
mértékd csuszas is a teljes projekt befejezésének késését okozza.

Gyakorlatok

1.

10.

11.

Rajzoljunk iranyitott grafot, adjunk az éleknek hosszokat és szélességeket, valamint jeloljiink
ki egy r gyokérpontot. Keressiink r-b&l minden mas csticsba legszélesebb utat a Dijkstra
algoritmus célszertien modositott valtozataval. Adott u és v cstcsokra dontsiik el, érdemes-e
egy kell6en nagy kapacitasu uv élt bevenni a grafba ahhoz, hogy legalabb egy olyan x pont
legyen G-ben, amire a legszélesebb rx-ut szélessége igy megndvekszik. Ha érdemes az uv élt
megépiteni, hatdrozzuk meg azt a legnagyobb w szélességet, amit értelmes adni ennek az 1j
élnek.

. Mutassunk példat olyan G grafra és annak e élére, hogy e keresztél G alkalmas mélységi

bejarasanal.

. Az abran lathato a G graf egy mélységi faja. Honnan indulhatott a bejaras, ha tudjuk, hogy

b és cill. a és e szomszédosak G-ben? (ZH ’14)
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Legyenek a 7 cstcst G graf pontjai vy, ve, vs, Vs, Vs, Vg és vg, valamint akkor legyen v; és v,
szomszédos, ha i és j relativ primek. Ekkor a v;v; él szélessége |i — j|. Hatarozzunk meg a vy
cstesbol minden mas cstcsba egy-egy legszélesebb utat. (ZH ’14)
Rajzoljunk egy iranyitott grafot, végezziik el a mélységi bejardsat. Ha a mélységi fa minden
élét meg kell hagyni, akkor legaldbb hany élét kell torolni G-nek, hogy DAG-ot kapjunk? Mik
a torlends élek? Hatarozzuk meg a csiicsok befejezési szamozasat is. Mi a helyzet akkor, ha
nem a mélységi fabol indulunk ki?

. Igaz-e, hogy minden aciklikus, iranyitott G graf csticsainak pontosan egy topologikus sorrendje

van? (ppZH '14)
Igaz-e, hogy ha egy n csicsu, aciklikus, iranyitott G grafban van egy n — 1 éld iranyitott 1ut,
akkor GG csticsainak pontosan egy topologikus sorrendje van? (ppZH ’14)

Legyen G DAG, és tegyiik fel, hogy az u és v csticsok kozott egyik iranyban sincs iranyitott at

G-ben. Mutassuk meg, hogy GG-nek van olyat topologikus sorrendje, amelyben u megel6zi v-t,

és olyan is, amelyben v el6zi meg u-t.

Hatarozzuk meg az alabbi PERT probléméakban a legrovidebb végrehajtasi idét és a kritikus

tevékenységeket. Mik az egyes tevékenységekre a legutols6 id6pontok, amikor azokat elkezdve

a projekt még épp id6ben végrehajthato?
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Adjunk példat olyan PERT feladatra, ahol minden tevékenység kritikus, mégsincs minden
tevékenység egy kritikus tton.

Adjunk olyan eljarast, amely tetsz6leges PERT probléma esetén minden tevékenységhez meg-
hatarozza azt a legkésébbi id6pontot, amikor az adott tevékenységet elkezdve a teljes PERT
feladat legrovidebb id§ alatti végrehajtasa még éppen nem keriil veszélybe.



