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Tudnival6k

Def: A G graf H részgrafja a G feszitdfaja, ha V(H) = V(G) és H fa.

Allitas: Tetsz. G grafnak pontosan akkor van feszitéfaja, ha G Osszefiiggs.

Def: Ha G = (V, E) egy graf és k : E — R, az éleken értelmezett koltségfliggvény, akkor G
tetszbleges G’ részgrafjanak koltsége a E(G’) élhalmazbeli élek koltségeinek Osszege.

Kruskal algoritmus: Input: G = (V) E) osszefiiggd graf és k : E — R, koltségfiiggvény.
Output: F = F,,, a G egy minimalis koltségd feszitofaja.

Miikodés: Legyen E = {e1,ea,...,en}, és k(er) < k(ez) < ... < k(en). Legyen Fy =), és
P F, U {e;} ha F; U {e;} kérmentes

R W) ha F; U {e;} tartalmaz kort.

Tétel: A Kruskal algoritmus altal kiszamitott F' = F,, élhalmaz a GG egy min ktgi feszitéfaja.

Def: A G = (V, E) (iranyitott vagy iranyitatlan) graf egy bejdrdsdn a V-beli cstucsok végiglato-
gatésat értjik, ahol a alabbiak szerint. A cstcsok allapota kezdetben eléretlen, idével elértté valik,
a bejaras végére pedig befejezett lesz (mégpedig akkor, amikor észrevessziik, hogy onnan mér nem
tudunk djabb csicsot elérni). A {6 szabaly, hogy az Gjonnan elért csiicsot —ha lehetséges— mindig
mar korabban elért csticsbol indul6 él mentén elérni. Ha ez nem lehetséges, de még van eléretlen
csucs, akkor tetszdleges eléretlen csics lehet a kovetkezonek elért csucs. (Iranyitatlan graf esetén
minden élt oda-vissza iranyitott élnek tekintiink.) A bejaras soran kialakul a csicsok egy elérési ill.
egy befejezési sorrendje, tovabba minden cstucshoz feljegyezziik azt is, hogy melyik él mentén értiik
el. Ez utobbi élek az an. faélek, és a bejaras fajdt alkotjak (ami egyrészt lehet iranyitott, masrészt
pedig erdd).

Def: A szélességi bejards (BFS) inputja a G = (V, E) graf és egy r gyokércsucs. Az ouptut
egy r-bol indulé bejarashoz tartozd an. szélességi fa (a bejaras faja) és egy elérési sorrend. A
bejaras az fenti szabaly azon kiegészitésével torténik, hogy a koévetkezének elért csiicsot mindig a
lehetd legkorabban elért csicsbol kell elérniink. (Ezért a BES bejarashoz tartozo elérési sorrend
megegyezik a befejezési sorrenddel.)

Tétel: A BFS bejaras faja az r cstcsbol minden méas csiucsba a G graf egylegrovidebb (leg-
kevesebb élbdl allo) legrovidebb utjat tartalmazza, azaz tetszéleges v cstics G-beli tavolsaga r-t6l
megegyezik az r gyokerd szélességi fan mért tavolsaggal.

Tétel: A szélességi bejaras 1épésszama legfejlebb konst- (n+m), ahol n a G csicsainak, m pedig
G éleinek szama.

Def: Adott G = (V, E) (ir) graf és egy [ : £ — R ¢lhosszfv. Egy G-beli (ir) ut hossza az ut
éleinek Osszhossza. dist(u,v) jeloli az (ir) uv utak koziil a legrovidebb hosszét.

Def: Adott G = (V, E) (ir) graf, u € V és egy | : E — R élhosszfv. Tegyiik fel, hogy d(v) >
dist(u,v) teljesil G minden v csicsara. Az e = vw €l menti javitds azt jelenti, hogy a d(w)
értéket a min{d(w), d(v) + l(vw)} értékkel helyettesitjik. (Ha minden élhossz nemnegativ, akkor
d(w) > dist(u,w) az él menti javitas utan is teljestilni fog.)

Dijkstra algoritmus
Input: G = (V, E) (ir) graf, [ : E — R nemneg hosszfv, r € V gyokér.

Output: dist(r,v) minden v € V-re és egy ,legrovidebb utak faja”.

Miikodés: Kezdetben Uy := 0, d(r) = 0 és v # r esetén d(v) = co.

Az algoritmus i-dik fazisdban (i = 1,2,...) a kovetkezd torténik.

1. Alegyen u; az a v cstcs a V'\ U;_1 halmazbol, amelyre d(v) minimalis és legyen U; := U;_1 U{u;}.
2. Végezziink él menti javitasokat minden U;-bé6l kivezetd w;x élen.

3.1 =141

Ha |V| = n, akkor az n-dik fazis utan dist(r,v) = d(v) teljestil minden v € V-re.

Tétel: A Dijkstra algoritmus helyesen mitikodik. Minden fazis legfeljebb n javitasbol és egy
minimumkivalasztasbol &ll (ami legfeljebb konst - n 1épés), ezért a Dijkstra algoritmus lépésszama
legfeljebb konst - n?.

Megjegyzés: Ha minden v cstcsnal azt is nyilvantartjuk, melyik él menti javitas allitotta be a
d(v) értéket, akkor az igy megjelolt élek a BFS-hez hasonlo legrévidebb utak fajat alkotjak.
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. Keressiink az alabbi grafban minimalis koltség fe-

Hany feszit6faja van annak a grafnak, amelynek
csucsai uq,us ill. vy, v9,...,v,, és élei az Osszes
lehetséges u;v; péarok, ahol i = 1,2 ill. j =
1,2,...,n7

szit6fat! Hany minimalis koltségi feszitéfaja van
a grafnak?

. Adott a G = (V| E) graf és az élein egy k : E — R, koltségfiiggvény. Tegyiik fel, hogy

ismeriink a G — e grafon egy minimaélis koltségi F feszit6fat. Hatdrozzuk meg a G grafnak egy
olyan minimaélis koltségi feszitéfajat, amelynek F-fel a lehetd legtobb kozos éle van.

. Abszurdisztan korméanya tendert ir ki n telepiilésnek a helyi vizmiire térténé racsatlakoztata-

sara. Minden ajanlat két telepiilés (vagy egy telepiilés és a vizmi) kozott kiépitends vezeték
koltségét tartalmazza. Tudjuk, hogy a kormany tugy valasztja ki a megépitends vezetékeket és
az azokat épitd egyes vallalkozasokat, hogy a lehetd legolcsobban csatlakozzon az n telepiilés
a vizmtihoz. Céglink kiilonféle homalyos tizletek nyélbeiitésével igen olcson meg tudna épite-
ni a Ratotot és Piripdcsot Osszekdts vezetéket, raadasul minisztériumi kapcesolatunk, Mutyi
bécsi elarulta nekiink az Osszes beérkezett ajanlatot. Hogyan arazzuk a sajat Ratot-Piripocs
ajanlatunkat, hogy a lehetd legnagyobbat szakitsuk?

Bizonyitsuk be, hogy ha a G = (V, E) graf minden élének kiilonb6z6 a koltsége, akkor G
minimalis koltségl feszit6faja egyértelmd.

. Adott a G = (V, E) graf és az élein egy k : E — R, koltségfliggvény. Bizonyitsuk be, hogy G

minden egyes minimélis koltségii F' feszit6faja outputja lehet a Kruskal algoritmusnak alkalmas
(koltség szerint monoton névekvs) élsorrend esetén.

Milyen k pozitiv egészekre adhatoé meg olyan 2000 éld és 2000 csticsu Osszefiiggs graf, amire
igaz a kovetkezs: G-ben a 2000 él koziil adhato egynek 2 egységnyi, 1999-nek 1 egységnyi sily
igy, hogy a G-bdl kivalaszthato kiilonboz6 minimélis silyt feszitéfak szama éppen k legyen?
(A feszitéfak megkiilonboztetésekor a graf csucsait cimkézettnek tekintjiik.) (V ’99)
Rajzoljunk grafot, és keressiik meg egy cstucsbol kiindulva a BFS fajat. Megfelels élhosszok
megadaséaval gyakoroljuk a Dijkstra algoritmust.

Torpfalvan kitort a jarvany: csuf korsig fertézott meg néhany torpot. Szerencsére a betegség-
bél minden torp egy nap alatt meggyodgyul, és ezutan egy napig immunissa valik, am sajnos
ezt kovetGen ujra fertézédhet. Kellemetlen, hogy a torpok még betegen sem adjak fel azt a
megrogzott szokasukat, hogy minden egyes nap minden baratjukat meglatogatjak. Marpedig
ha beteg és nem immunis térp talalkozik, az utébbi bizonyosan megfert6z&dik. Mutassuk meg,
hogy ha Torpfalvan 100 torp él, akkor a jarvanynak a kitorését kovets 101-dik napon mar
bizonyosan vége van. Legfeljebb hany napig tarthat a jarvany akkor, ha a torpok idékdzben
djabb ismeretséget is kothetnek?

Adjunk hatékony algoritmust, aminek a bemenete egy n csiicsi Osszefiiggs iranyitatlan graf, a
kimenet pedig egy olyan grafcstcs, amib&l minden més cstcs lefeljebb n/2 éli uton elérhetd.

Adott egy n x k méretd tablazat, amiben minden mez&ben egy 0 vagy egy 1 all. Talaljunk a
tablazat bal fels6 sarkatol a jobb alsd sarokig egy mezShatarok mentén jobbra és lefelé halado
olyan vonalat, amire az igaz, hogy a vonal alatti 1-esek és a vonal feletti 0-k szaménak Osszege
a lehetd legkisebb. Hogyan érdemes eljarni?

Tegyiik fel, hogy a G iranyitatlan graf tetszéleges szélességi kereséssel kapott feszit6faja csillag.
Mit lehet mondani G-r61?

Adott egy G = (V, E) graf, egy | : E — R hosszfiiggvény, valamint egy r gy6kérpont. Egyetlen
Dijkstra algoritmus lefuttatasa segitségével taldljuk meg GG mindazon e éleit, amelyekre igaz az,
hogy 6nmagaban attol, hogy e hosszat eggyel csokkentjiik egytelen cstics r-t6l mért tavolsaga
sem csokken.



