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Tudnivalék

Megfigyelés: Ha a = b(m) akkor (a,m) = (b, m).

Ko6v.: Az m-hez relativ prim szamok halmaza néhédny mod m maradékosztéaly unioja.

Def: Az m-hez relativ prim maradékosztalyok szamat o(m) jeloli, ez az Euler-féle ¢
fligguény.

Def: Az {ay,as,...,a,} C Z halmaz redukdlt maradékrendszer modulo m (réviden RMR
mod m), ha minden m-hez relativ prim mod m maradékosztalybol pontosan egy elemet tar-
talmaz.

Megfigyelés: Tetsz6leges mod m TMR-b6l mod m RMR-t kapunk, ha elhagyjuk bel6le
az m-hez nem relativ prim szamokat. Tetsz6leges mod m RMR mérete ¢(m), igy azé is, amely
az m-nél kisebb, m-hez relativ prim természetes szamokbol all.

Tétel: Ha p prim, akkor (1) ¢(p) =p—1, (2) o(p*) = (p— p*~1.
(3) (a,b) = 1 = w(ab) = p(a)p(b) . (4) Han = [T, pf", akkor o(n) =n T, (1 1),
Tétel: Ha {ay,as,...,a,} RMR mod m, és (b,m) = 1, akkor {bay,...,ba,,} RMR mod

m.

Euler-Fermat tétel: Ha (a,m) = 1, akkor a*™ = 1(m).

Kis Fermat tétel: Ha p prim és a € Z, akkor a? = a(p).

Def: Az algoritmus fogalméat nem definialjuk, de algoritmusra tgy gondolunk, mint vala-
miféle elméleti szamitogépen futtatott programra, mely egy, az input altal megadott feladatot
old meg. A kapott megoldés az algoritmus outputja, és az algoritmus a miikodése soran bizo-
nyos, az inputtol és az addigi miikodéstdl fliggd 1épéseket tesz meg. Minden A algoritmus egy
IT probléméhoz tartozik, I azokbol a konkrét feladatokbol all, amelyeket A meg tud oldani.
(Feltessziik, hogy A minden értelmes inputra helyes eredményt ad.) Kiilénboz6 algoritmusok
is tartozhatnak ugyanahhoz a Il problémahoz. Egy algoritmus inputja az algoritmus beme-
nete: ez jeloli ki, hogy a széban forgé Il problémanak pontosan melyik feladatardl is van
sz0. Az input mérete az inputot leiré bitek szama. TetszGleges A algoritmushoz tartozik egy
fa figgvény: fa(n) azt adja meg, hogy legfeljebb hany lépést tesz meg az A algoritmus a
legfeljebb n hossziisdgu inputokon. A lépésszamfiiggvény szempontjabol tehéat 1ényegtelen, ha
az A algoritmus a legfeljebb n hosszusagn inputok 99, 999%-4an néhany lépésben végez, fa(n)
a legrosszabbul viselkedd, legfeljebb n hosszusagi inputhoz tartozé 1épésszam.

Példa: Ha az algoritmus inputja egy pozitiv egész n szam, akkor az input mérete az
n binaris alakjaban talalhato jegyek szama, azaz 1+ |log,(n)|. Ha az input egy n csicsu
egyszeri G = (V, E) graf, akkor G-t a szomszédossagi méatrixaval megadva az input mérete
n?. (Vannak persze értelmesebb megadasok is, s6t, szinte csak azok vannak. Ellistaval pl. az
input mérete konst - (n +m), ahol m a G éleinek szama.)

Def: Az A algoritmus polinomideji (néha polinomidlis vagy hatékony), ha létezik olyan
p(n) polinom, amelyre fa(n) < p(n) teljesiil minden n > 1-re. Az A algoritmus ezponencidlis
idejt, ha létezik olyan pozitiv K és ¢ > 1 konstansok, melyekre f4(n) < K -c" teljesiil minden
n > 1-re.

Megjegyzés: Itt és most a polinomidejti algoritmust hatékonynak tekintjiik, az olyat
pedig, nem szeretjiik, amire az exponencialis becslélsnél nem tudunk jobbat mondani. Minden
polinomidejt algoritmus egyuttal exponencialis ideji is.

Példa: A BFS algoritmus hatékony, hiszen egy n éli m csucsu grafot (amelyet meg lehet
adni n? méretd vagy konst - (n +m) méretd inputtal) a lépésszamra fprs(n) < c- (n +m)
teljesiil alkalmas ¢ konstansra, tehat p(n) = ¢ -n megfelel§ polinom, ahol ¢’ alkalmas konstans.
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Hogyan szamithatjuk ki gyorsan a 77 hatvany 19-es maradékat? Ugyanez a kérdés, de
a ¢ fiiggvény értékét nem hasznalhatjuk. Mi a helyzet az n* kiszamitésaval modulo m?
Szamitsuk ki a ¢(533), ©(2007) és p(540) értékeket.

Bizonyitsuk be, hogy 11 | n'' + 10n és 42 | n” — n teljesiil tetsz6leges n € N esetén.

Bizonyitsuk be, hogy tetsz&leges hq, ho, . . ., hy, pozitiv egészekre és p primszamra fennall,
hogy (h1+ha+ ...+ hg)P = b +hh + ...+ W (p) . (ZH °02)
Milyen maradékot ad a 31-gyel osztva, ha a'® = 5(31) és ' = 19(31) ? (V°00)

32
. L1z 49 T 54 . . . .
Mi a 403%°% utols6 harom, a 293" utols6 két és a 7° szam utolso jegye tizes szam-
rendszerben?

Milyen maradékot ad 59%° 101-gyel osztva? (ZH °03)
. Mi az utols6 harom jegye a 99977 gzamnak? Mi az utolso két jegye az 1997200120

szamnak?
Bb: ha p > 5 prim, akkor az 1,11,111,... szamok kozott végtelen sok tébbszorose
van! (ZH ’01)
Bhb: 17 | 2002202 1 (ZH 02)
Legyenek m és n pozitiv egészek, tovabba m | n. Bizonyitsuk be, hogy ¢(m) | ¢(n)
. (ZH "00)
Mely n szamokra lesz ¢(n) primszam? Hat aztan mikor lesz p(n) paratlan? (ZH '99)
Mely n természetes szamokra igaz, hogy ¢(5n) + ¢(3n) = Tp(n) ? (ZH "03)
Bb: ha d | n, akkor d — ¢(d) < n —¢(n) . (V ’00)
Bb: Y gcicn (et i = 25" han > 1, egész. (V 799)
Ha 71,79,...,7m) redukalt maradékrendszer modulo n, akkor Zf:(?) r; = 0(mod n)
(V 700)

Mutassuk meg, hogy tetszdleges n > 1 egész szamra ¢(p(n)) < 7 teljesiil. Mutassunk
olyan n-et, amire ¢(p(n)) > 0,47n.

Ismételjiik at, hogy az egész szamok Osszeadéaséira és szorzésara van polinomideji algo-
ritmus.

Négyzetreemelések segitségével szamitsuk ki 10133 (mod13) értékét, azaz hatarozzuk meg,
milyen maradékot ad 13-mal osztva a 10'33. Hatarozzuk meg ugyanezt most az Euler-
Fermat tételre tdmaszkodva.

Tegyiik fel, hogy A egy polinomideji algoritmus a II probléméara. Legyen II' egy masik
probléma, és legyen A’ olyan polinomidejii algoritmus, amely IT" tetsz6leges I’ inputja-
hoz a Il olyan I inputjat késziti el, amelyhez a II problémaban ugyanaz a vélasz tartozik,
mint /’-hoz a II’ probléméaban. Helyes és polinomidejt-e az az A* algoritmus a II’ problé-
mara, amelyet agy kapunk, hogy II’ tetszéleges I’ inputjan lefuttatjuk az A’ algotitmust,
majd a kapott I outputot inputként felhasznalva lefuttatjuk az A algoritmust?
Tegyiik fel, hogy az A algoritmus a II problémat oldja meg olyan médon, hogy II
tetszbleges n méretd inputjahoz A n lépésben elkésziti a I probléma egy [n/2] és egy
|n/2] méretd inputjat, és azokat megoldja sajat maga meghivasaval. Polinomidejt-e az
A algoritmus? Mi a helyzet akkor, ha tetszéleges n méretd inputbdl a két elkészitett
input mérete n — 107



