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Tudnivalok

Tétel: Végtelen sok primszam van. Avagy: barmely n € N-re 1étezik n-nél nagyobb prim.
Allitas: Minden n-re van legalabb n méretii hézag szomszédos primek kozott, azaz létezik n
egymaést kovetd Osszetett szam.
Def: Az 1 és x kozé es§ primek szaméat 7(z) jeloli.
m(n) _ z

Nagy primszam tétel: lim, .., = = 1, azaz 7(z) ~ =.

Csebisev tétel: Minden 1 < n-re létezik p prim, melyre n < p < 2n. (7(2z) > 7(z) ha z > 1.)
Dirichlet tétel: Ha (a,d) = 1, akkor az a,a + d,a + 2d, . . . szdmtani sorban oo sok prim van.
Allitas: Ha d | a akkor (d | b <= d|b—a).
Kov.: a és b koz0s osztoi azonosak a és b — a kozos osztoival.
Ko6v.: Ha a, b egészek, akkor (a,b) = (a,b — a). S6t: tetszéleges k egészre (a,b) = (a,b — ka).
Def: a = q - b+ r maradékos osztds, ha q € Z a hanyados és 0 < r < b a maradék.
Pl a —17 szam 5-6s osztési maradéka pl. 3, de ugyanennyi a —4-es osztasi maradéka is.
Euklideszi algoritmus Input: a,b € N. Output: (a,b).
Tth a > b. Legyen ag := a,a; := b és ag = ahy+as, ahol 0 < ay < a; (maradékos osztas). Altaldban
a;—1 = a;h; + a;41, ahol 0 < a;41 < a;. Ha agyq = 0, akkor (ag,a1) = (a1,a2) = (az,a3) = ... =
(ax,0) = a a keresett Inko. Kov.: Ha a,b € Z, , akkor létezik k,l € Z, melyre (a,b) = ka + b,
Def: Tetsz6leges rogzitett m > 1 esetén a Z halmaz elgall m db halmaz diszjunkt uniéjaként,
az egyes halmazokban azok a szdmok vannak, amelyek m-mel osztva ugyanannyi maradékot adnak.
(Konkrétan az i-dik ilyen részhalmazba a {i + km : k € Z} szamok tartoznak.) E részhalmazok az
m szerinti maradékosztalyok.
Megfigyelés: a és b ugyanabba az m szerinti maradékosztalyba tartoznak <= m | a —b.
Allitas: Ha a = b(m) (a és b ugyanabbol a maradékosztalybol valok) akkor (a,m) = (b, m).
Ko6v.: Ha (a,m) = 1, akkor az a maradékosztalyanak barmely eleme relativ prim a modulushoz.
Def: a,b,m € Z esetén a = b(mod m) (a kongruens b modulo m, réviden a = b(m)), ha
m | a —b. Két szam tehat pontosan akkor kongruens egymassal modulo m, ha ugyanabba az m
szerinti maradékosztalyba tartoznak, azaz, ha m-mel osztva ugyanannyi maradékot adnak.
Kongruenciak tulajdonsagai: Va,b,c,d,m € Z-re (1) a =a(m), (2) a=0b(m)=0b=a(m)
(3)a=b(m),b=c(m)=a=c(m) (4)a=blm),c=d(m)=a+c=b+d(m), ac=bd(m)

(5) a = b(m) <= ac = be(mc) (6) ad =bd(m) = a=0b (ﬁ)
Def: Az {ay,aq,...,a,} C Z halmaz teljes maradékrendszer modulo m (r6viden tmr mod m), ha

minden mod m maradékosztalybol pontosan egy elemet tartalmaz, azaz a; = a;(m) = i = j. (PL
{2015, —444,42,13,999} tmr mod 5, vagy {1,2,...,m} tmr mod m.)

Def: Az ax = b(m) neve linedris kongruencia, ha a,b, m adottak (m > 2) és = pedig ismeret-
len. A lineéris kongruencia megoldésai mindazon egész szamok, melyeket x helyébe helyettesitve a
kongruenciét igazza teszik.

Tétel (linearis kongruencidk megoldasa): Az axz = b(m) kongruencia megoldhaté <=
(a,m) | b. Ekkor (a,m) db modulo m maradékosztaly a megoldas.

Konkrét linearis kongruencidk gyakorlati megoldasa Ha van megoldéas, akkor elGszor le-
osztunk az (a,m) Inko-val, igy feltehetd, hogy (a,m) = 1.

[. modszer: ligyeskedés ekvivalens az atalakitasok segitségével. Az ax = b(m) lin kongruencidban
(1) a-t vagy a b-t vele kongruens, alkalmas masik szammal helyettesitjiik,

(2) ha d = (a,b) > 1, akkor osztunk (az m modulust is (m, d)-vel),
(3) az m modulushoz relativ primmel szorzunk (és a modulust nem béantjuk).

z atalakitasok soran a cél az x ismeretlen a egyiitthatoja abszolut értékének csokkentése 1-ig.
II. modszer: az Euklideszi algoritmus mintajara. Az ax = b(m) kongruenciat kiegészitjiik az
mx = 0(m) kongruenciaval egy kongruenciarendszerré, és ezt oldjuk meg. Egy lépésben abbol a
kongruenciabol, ahol nagyobb az x egyiitthatoja kivonjuk a mésikat és e kiilonbségre cseréljiik a
nagyobb egyiitthatos kongruenciat. Ezt a lépést addig végezziik, amig valamelyik kongruenciaban
x egyltthatoja 1 nem lesz. Az igy kapott kongruencia adja a megoldast.



Gyakorlatok

1.

[gazoljuk, hogy tetszleges a,b egészekre (a,b) = (a,b — a) teljesiil.

2. Szamitsuk ki a (372,504) ill. (612,834) legnagyobb kozos osztokat.

10.

11.

12.

13.

Legyen Fy =0, Fy =1, és n > 2 esetén az n-dik Fibonacci szam F), = F,,_1 + F,,_». Igazoljuk,
hogy F;, és F, 1 relativ primek.

Igazoljuk, hogy az Fuklideszi algoritmusban 2a;,5 < a;. Médositsuk gy az algoritmust, hogy
abban csak az Osszeadésra és a 2-vel oszasra legyen sziikség, maradékos osztasra pedig ne.
[gazoljuk, hogy tetszbleges n szam 9-es osztasi maradéka megegyezik a 10-es szamrendszerben
felirt alakjaban szerepld szamjegyei Osszegének 9-es maradékéval.

Mi a 8-as oszthatosagi szabaly 9-es szamrendszerben?

Igazoljuk, hogy tetsz6leges 10-es szamrendszerben felirt a,a,_; ... ajay szam 11-es osztasi ma-
radéka megegyezik az a; — as + a3 ... = a, szdm 11-es maradékéval.

[gazoljuk a 7-tel valo oszthatosag ellendrzésére szolgalod alabbi modszer helyességét. Az n szam
pontosan akkor oszthatd 7-tel, ha 7-tel oszthatdé az a szam, amit n tizes szdmrendszerbeli
alakjabol tgy kapunk, hogy az utolsé szamjegy levagasaval kapott szambol levonjuk az utols6
szamjegy kétszeresét. Pl. 2002 pontosan akkor oszthaté 7-tel, ha 200 — 2 - 2 = 196 oszthato
7-tel. Ez pedig igaz, hisz 7|19 —2-6 = 7, tehat 7 | 2002.

[gazoljuk a 23-mal vald oszthatosag ellenérzésére szolgald alabbi modszer helyességét. Az n
szam pontosan akkor oszthaté 23-mal, ha 23-mal oszthat6 az a szam, amit n tizes szdmrendszer-
beli alakjabol gy kapunk, hogy az utolsé két szamjegy levagasaval kapott szamhoz hozzaadjuk
az utolso két szamjegy alkotta szdm héromszorosat. Pl. 2024 pontosan akkor oszthatd 23-mal,
ha 20 + 3 - 24 = 92 oszthato 23-mal. Ez igaz, tehat 23 | 2024.

Alkossunk gyors modszert az el6z6 feladatok mintajara, amellyel egy szam 17-es oszthatosagat
tudjuk eldonteni.

Oldogassunk lineéris kongruenciakat. Pl: (a) 202z = 157(203), (b) 309z = 451(617)
()52 = 13(137), (d) 113z = 77(120), (e) 11z = 12(18),
(f) 14z — 4 = 80(21) (g) 49%2 = 3(15) (h) 3%92 = 23(100)

Dzsilié6 méar régota gytjt nagy alméra, hogy volt baratnéje, Vanessza mobiltelefonon 6rzétt
arcképét a bicepszére tetovaltassa. Legjobb baréatja, Rodzser tanacsara, mig 6ssze nem jon
az ehhez sziikséges 35000 forint, atvaltja az ezer forintosokban tartott megtakaritasat eurdra,
amit a Rodzser altal ajanlott Rikardotol (az ismeretségre tekintettel) szuperkedvezményes 330
Ft-os arfolyamon vesz meg. Miutan Rikardo centekkel nem foglalkozik, Dzsulionak éppen 140
Ft marad a megtakaritasabol, amibél Rodzserrel kozosen lottoszelvényt vesznek azzal, hogy a
nyereményt majd felezik. Hany euré boldog birtokosdnak mondhatja magat Dzsulié a sikeres
tranzakcié utan?

Ura sziiletésnapjara Tizvirdg egy 77 gyonggyel diszitett, mangalicab6ér tokot varrt Vérbulesu
ivotiilkéhez. Annyira elégedett volt az eredménnyel, hogy Vérbulcsi hagyomany6rzé doromb-
egyiittesének minden tagjat is ugyanilyen tokkal lepte meg, hogy jol mutasson a csapat a
tarsolylemezek mellett csiingd tiilkokkel amikor fellépnek Dobogokén a taltosiinnep 50 szemé-
lyes kozponti jurtajaban. Mivel a kinai boltban szédzaséval aruljak a gyongyoket, 7 gyongy
kimarad, melyekkel Ttzvirdg a hétkoznapi partajat ékesitette. Hanyan dorombolnak Vérbul-
csu zenekaraban? (ZH ’15)



