A szamitastudomany alapjai 2016. 1. télév
10. gyakorlat. Osszeallitotta: Fleiner Tamés (fleiner@cs.bme.hu)

Tudnivalék
Def: A H graf a G graf soros bévitése, ha H megkaphatd G-bdl tgy, hogy G bizonyos éleit olyan

utakkal helyettesitjiik, amelyeknek bels6 csticsai kiilonboznek egymastol és G cstucsaitol.

Kuratowski tétel: A G graf pontosan akkor sr, ha részgrafként nem tartalmazza sem Kj 3, sem
K5 soros bvitését.

Def: Legyen G = (V, E) sikbarajzolt graf, legyen V* a G lapjainak halmaza. G* = (V* E*) a
G dudlisa, ahol E* = {e* : e € E} és e* az e-t hatarolo tartomany(oka)t 6sszekots él.

Def: A Q C E(G) ¢élhalmaz vdgds, ha @) egy olyan élhalmaz, hogy egyrészt () elhagyasakor G
szétesik (azaz komponenseinek szama megnd), masrészt ) egy legsziikebb élhalmaz ezzel a tulaj-
donsaggal, azaz () semelyik valodi részhalmazanak elhagyasatol sem esik G szét. Az e él elvdgo él,
ha {e} vagas. A G graf e és €' élei soros élek, ha {e, e’} vagas.

Tétel: Legyen G = (V, E) sr. (1) Ha G* a G dudlisa, akkor G* sr és 6f.

(2) f(e) :=¢e*egy [ : E(G) — E(G*) természetes bijekciot definial.

) G lapjai bijektiven G* pontjainak felelnek meg.

4) C C E(G) a G kore (vagasa) < f(C) G* vagasa (kore).

) e € E(G) a G hurokéle (elvago éle) <= f(e) a G* elvagod éle (hurokéle).

) e,¢ € E(G) parhuzamos (soros) élek <= f(e), f(€’) soros (parhuzamos) élek.

) Ha G of, akkor G = (G*)*, és ekkor G pontjai bijektiven G* lapjainak felelnek meg.
Otszintétel: Ha G sikbarajzolhato, akkor x(G) < 5. Négyszintétel: Ugyanez, 4-gyel.
Def: Ha a,b,k € Z és b = k - a, akkor a osztdja b-nek (b tobbszérdse a-nak), jelolése a | b.

Def: A p € Z, |p| > 1 szam felbonthatatlan, ha csak 1-p,p-1,(—=1)-(—p) és (—p) - (—1) alakban
all el6 egeészek szorzataként. (Azaz, haa | p és 1 < |a|, akkor |a| = |p|.) A z € Z dsszetett, ha |z| > 1
és z nem felbonthatatlan. A p € Z, |p| > 1 szam prim, ha p | ab, a,b € Z = p | a vagy p | b.
(Egészek szorzatat csak gy oszthatja, ha valamelyik tényezst osztja.)

Allitas: Tetszoleges 1-nél nagyobb egész szam elGall felbonthatatlan szamok szorzataként.

A szamelmélet alaptétele: Tetszileges n egész (melyre 2 < |n|) a tényezsk sorrendjétél és
esetleges (—1) tényez6ktol eltekintve egyértelmtien all el6 felbonthatatlan szamok szorzataként.

Ko6v.: Egy p egész szam pontosan akkor felbonthatatlan, ha prim.

Def: Az n kanonikus alakja n = Hlep?i, ahol a p;-k primek, és 1 < a; € N Vi.

Allitas: Egy d > 0 egész pontosan akkor osztoja n-nek, ha d kan alakJaban csak n primosztoi
szerepelnek, legf az n kan. alakjaban szerepld kitevon. (n = Hle Pt =d= HZ 1 PP0< B <)

Kov.: Ha 1 < n kan. alakja n = []I_, p, akkor n poz. osztoinak szama d(n) = []5_,(a; + 1).

Def: Az a és b szamok legnagyobb kozos osztoja az a és b kozos osztoi koziil a legnagyobb:
(a,b) == max{d : d | a,d | b}, legkisebb kozds tobbszorosik pedig az a és b pozitiv kozos t6bbszorosei
koziil a legkisebb: [a,b] := min{0 < d:a|d,b|d}. Az a és b egészek relativ primek, ha (a,b) = 1
azaz nincs kozos prl’mosztc')juk (a kanonikus alakjaikban szereplc’i primkek kiilonb6z8k).

Allitas: Ha a = Pyt pptés b= pP pk‘ (ov; = 0 és §; = 0 is lehet), akkor
(a,b) = mln(a1 B1) 'p;mn(oéz Bz) ,pzﬂm(ak Br) [CL b = max(al ) _pglax(om B2) | ,pzlax(ak Bre)
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valamlnt ab = (a,b) - [a,b)]. (Azaz a Inko-t a és b prlmosztmt a kisebb hatvanyon, a lkkt-t pedig
ugyanezen primosztokat a nagyobb hatvanyon Gsszeszorozva kapjuk meg.)

Ko6v.: Ha d | a és d | b kozos oszto, akkor d | (a,b).
Gyakorlatok

1. Mutassunk olyan sikbarajzolt grafot, ami nem dualisa a dualisanak.

2. Tth G 6f, sr, és G minden lapja haromszog, ill., hogy G* minden lapja négyszog. Hany pontja
és hany éle van G-nek?

3. Igazoljuk, hogy ha G n pontu sr graf, és G izomorf G*-gal, akkor G-nek 2n — 2 éle van!
Tetsz6leges n > 3-ra mutassunk példat ilyen G-re!

4. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges sikbarajzolt, 6f G graf tartoményai pontosan akkor szinez-
hetSk kis két szinnel sakktablaszertien (azaz G* pontosan akkor péaros graf), ha G-nek létezik
Euler korsétaja.
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Tth G olyan legaldbb 4 csucsu egyszerd sr graf, amibe nem hizhaté Gjabb él az egyszertd sr
tulajdonsag megtartasaval. Igazoljuk, hogy G* 3-regularis!

Bizonyitsuk be, hogy ha a G sr grafnak van Hamilton-kore, akkor a tartomanyai 4 szinnel
szinezhetSk gy, hogy a szomszédos tartoméanyok kiilonb6zé szintiek legyenek!

Melyek p primre lesz (a) p+ 10 és p + 14 prim? (b) p? +2 prim? (c) p* + 4 és p? + 6 prim?
Igazoljuk, hogy barmely hat egymast kdvets egész szam szorzata oszthatd 720-szal.
Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egész egyértelmtien irhaté n = k2 - [ alakban, ahol k és
[ pozitiv egészek, tovabba [ egyetlen négyzetszam osztdja az 1.

Orom és boldogsag: ma van Dzsenifer sziiletésnapja. Ezért matek és foldrajz helyett Britnivel,
a baratngjével plazaba mentek okostelefont nézni. Kiprobaltak a legijabb, facebookon agyon-
lajkolt, minden eddiginél okosabb sziiletésnapi appot és megallapitottdk, hogy Dzsenifernek
feltétleniil vennie kell egy rozsaszin szelfibotot a joképi eladotol, ugyanis ma (2015-ben) az
életkora osztoja az aktualis évszamnak. Marpedig az app szerint ilyenkor kiilondsen sok sze-
rencse éri a horoszkopokban kell6képpen jartas beavatottakat. Meg tudjuk-e mondani a fizet&s
appra torténd regisztracié nélkiil, hogy legutobb mikor tortént ez meg és hogy legkozelebb
mikor fog ismét bekévetkezni Dzsenifer életében ez a csodélatos, sziiletésnapi konstellacio?
Bizonyitsuk be, hogy barmely 6t szomszédos pozitiv egész szam kozott van olyan, amely a
maésik négyhez relativ prim.

Melyik az a legkisebb n pozitiv egész szdm, amire 3 t n és n osztéinak szama d(n) = 127

Legyen k > 2 és jelolje (a1,as,...,ar) az ai,as,...,a; szamok legnagyobb kozos osztojat,
[a1,as,...,a;] pedig az aj,as,...,a; szamok legkisebb kozos tobbszorosét. Mutassuk meg,
hogy (a1, aq,...,a;) - [ai,as,...,a5] = a1 - as - ... a akkor és csak akkor all fonn minden
pozitiv egészekbol allo szam k-asra, ha k = 2. (ZH ’02)

Hany olyan pozitiv egész szam van, ami az n = 23 - 7% - 112 és m = 25 - 53 . 7 - 13 szamok koziil
legalabb egynek osztoja?

Legyen az n pozitiv egész szam primtényezds felbontésa n =I5, p". Mennyi a Y din Cll érték,
vagyis hogyan szamithato ki az n szam osztoi reciprokidnak az Osszege? (V 799)

Es hogyan lehet kiszamitani ezen reciprokok szorzatat?

Melyik az a legkisebb pozitiv egész, aminek pozitiv osztoi szama 10-zel oszthato?

Hany pozitiv osztoja van 10!-nak?

Hatérozzuk meg az n = (162) pozitiv osztéinak szadmat! (pZH ’15)



