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Tudnivalok

Edmonds-Karp tétel: Ha a javité utas algoritmusban mindig egy lehet6 legkevesebb
élbsl allo javité ut mentén javitunk, akkor legfeljebb nm javitas kell a maximaélis folyam
megtalaldsdhoz, ahol n a halozat csticsainak, m pedig az éleinek szama.

Egészértékiiségi (EgEr) lemma: Ha a ¢ kapacitésfiiggvény minden élen egész értéket
vesz fel, akkor a maximalis nagysagu folyamok kozt 1étezik olyan f folyam, ami minden élen
egész értéket vesz fel (azaz ha a ¢ kapacitas egész, akkor létezik egészfolyam a maximalis
folyamok ko6zott).

Def: A G(V,E) grafban éleinek F' részhalmaza (més figgetlen szoval pdrositds), ha F
élei diszjunktak, azaz G barmely csticsa legfeljebb egy élnek végpontja. (Es F-ben hurokélek
sincsenek.) A G-beli fiiggetlen élek maximalis szamat v(G) := {|F| : F' a G parositasa} jeloli,
tehat v(G) = k, ha G-nek van k paronként diszjunkt éle, de k + 1 nincs. A G graf egy teljes
pdrositdasa alatt a G olyan F' parositasat értjiik, amely G minden pontjat fedi, azaz V minden
pontjabol indul F-nek éle.

Def: A G graf csticsainak U részhalmaza lefogo tulajdonsagt, ha U lefogja G minden
élét, azaz G minden élének van U-beli végpontja, més széval G — U iires graf. A G minimélis
meéretd lefogd ponthalmazanak mérete 7(G) = k ha van k méret lefogdé ponthalmaz G-ben,
de k — 1 méretd nincs.
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Megfigyelés: Tetszbleges véges G = (V, E) grafra v(G

Def: Ha G = (V,FE) és X C V akkor N(X) := {v
ponthalmaz G-beli szomszédsaga.

Hall tétel: Ha A és B a GG paros graf szinosztélyai, ugy pontosan akkor létezik G-nek A-t
feds parositasa, ha az A szinosztély pontjainak tetszéleges X részhalmazara | X| < |[N(X)|
teljesiil.

Frobenius tétele: Tth G paros, szinosztalyai A és B. Ekkor G-nek pontosan akkor van
teljes parositasa, ha |A| = |B] és | X| < |[N(X)| teljesiil tetszdleges X C A részhalmazra.

Konig tétel: Ha G véges, paros graf, akkor 7(G) = v(G).

Alternal6 utas algoritmus:

Input: G = (A, B; E) ps graf. Output: M maximélis parosités.

Kiindulunk az M = () parositasbol, és javito utat keresiink. Ez olyan t.n. alternalé tt, aminek
felvaltva M-beliek és M-en kiviiliek az élei és A egy fedetlen pontjabol B fedetlen pontjaba.
Ezt megtehetjiik pl agy, hogy M éleit B-b&l A-ba, G t&bbi élét pedig A-bol B-be iranyitjuk,
majd BFS-sel ellendrizziik, hogy van-e iranyitott ut a megfelels fedetlen pontok koézott. Ha
van ilyen ut, akkor az egy javito ut. Ha talaltunk ilyet, akkor az ut M-beli éleit kidobjuk
M-bél, az M-en kiviilieket pedig bevessziik M-be. Ezéltal egy tijabb parositést kapunk, ami a
korabbinal eggyel tobb élt tartalmaz. Ezt kovetGen Gjabb javitd utat keresiink. Ha mér nincs
javito ut, akkor az aktualis M parositas maximalis, azaz a mérete v(G). Az A-beli fedetlen
cstcsbol alternalo tton elérhetd B-beli cstucsokkal és az M altal fedett, A-beli fedetlen cstcsbol
alternalo uton nem elérhets A-beli csuicsok egy v(G) méretii lefogd ponthalmazt alkotnak.

dr € X,vx € E} az X

Gyakorlatok

1. Bizonyitsuk be, hogy barmely 2-regularis paros grafban (tehat amiben minden fokszam
2) a kiilonboz6 teljes parositasok szama mindig 2-nek valamilyen pozitiv egész kitevds
hatvénya.

2. Igazoljuk, hogy tetszbleges véges G grafra 7(G) < 2v(G) teljesiil.

3. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges n-csticsi, egyszeri G grafra 7(G) — v(G) < 7 teljesiil.
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. Tth G egyszerd, |V(G)| = 2000 és 7(G) = 678. Igazoljuk, hogy G-ben nincs teljes

pérositas!
Legyen G egy olyan egyszeri graf, amelynek 1000 csticsa van és minden cstics fokszadma
legalabb 6. Igazoljuk, hogy v(G) > 6.

’Gyakoroljuk az alternald utas algotitmust kis grafokon. ‘ Magyarazzuk meg, mi koze az

alternald utas algoritmusnak a noveld utas algoritmushoz.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy G = (V, E) (nem feltétleniil paros) grafban az M parositas
nem maximalis (azaz |M| < v(QG)), akkor van M-hez javito ut, azaz olyan alternalé ut,
amely M altal fedetlen pontokat kot Ossze.

. Adott egy G paros graf (A és B szinosztalyokkal) és G minden v csicsédhoz egy b(v)

pozitiv egész szam. Az a cél, hogy a lehets legtobb élét kivalasszuk G-nek tgy, hogy
minden v cstucs legfeljebb b(v) kivalasztott élnek legyen végpontja. Adjunk hatékony
algoritmust ennek a probléméanak a megoldasara. (A feladatban korilirt élhalmazt b-
parositasnak is szokas hivni.)

Egy kirdndulason n hazaspar vesz részt, és kozottiik kellene elosztani 2n kiilonb6zd
csokoladét gy, hogy mindenki egyet kapjon. Tudjuk, hogy minden részvevs legalabb n
fajtat szeret a 2n-féle csokoladé koziil, és az is teljesiil, hogy minden csokoladét szereti
minden hazasparnak legalabb az egyik tagja. Bizonyitsuk be, hogy ekkor kioszthatok
ugy a csokoladék, hogy mindenki olyat kapjon, amit szeret.

Tegyiik fel, hogy a G egyszert, péaros graf A szinosztalya 28, a B szinosztalya 33 ponta.
Tegyiik fel, hogy a B szinosztalynak valemely Y részhalmazéara |Y| = 18 ¢s [N(Y)| = 12.
Mutassuk meg, hogy az A szinosztalyra nem teljesiil a Hall feltétel, azaz létezik olyan
X C A halmaz, melyre |[N(X)| < | X]. (ZH ’14)
Tegyiik fel, hogy a 88 pontu G péros graftban o(G) = 44. Igazoljuk, hogy G-re
teljesiil a Hall feltétel, azaz |X| < |N(X)| az A szinosztaly minden X részhalmaza
esetén. (pZH ’14)



