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Tudnivalék

A PERT probléma: Input: a G = (V, E) DAG és egy ¢: E — R, hosszfiiggvény.
Output: Minden v € V cstcsra a v-be vezetd leghosszabb irdnyitott ut hossza.

(A szokasos mesében az egyes cstcsok a projektbeli ,tevékenységek”, az élhosszok pedig
azt mutatjik, legalabb mennyi idének kell eltelnie a két adott tevékenység megkezdése kozott.
Az output az egyes tevékenységek legkorabbi kezdési idejét adja meg, aholis minden wv € F
élre k(v) > k(u) + c(uv) teljesiil.)

A PERT moédszer: Meghatarozzuk G egy vy, vs, . . ., v, topologikus sorrendjét (pl DFS-
sel). A k(v;) kezdési idSket ebben a sorrendben hatéarozzuk meg a k(v;) = max{0, max{k(v;)+
c(vjv;) s vju; € E}} formulaval, ill. megjeloljitk mindazon v;v; éleket, amelyek a maximumot
adjak.

Def: Ha a PERT problémat leir6 G grafnak egyetlen nyelGje van, akkor kritikus it alatt
az ezen nyel6be vezet§ leghosszabb utat értiink. A kritikus Gt minden élét megjeldltiik a
PERT modszer soran. Kritikus tevékenység pedig minden olyan csics, ami a nyel6be vezeté
kritikus utak valamelyikének cstcsa.

Megfigyelés: Egy tevékenység pontosan akkor kritikus, ha annak megkezdésében a leg-
kisebb mértékid csuszéas is a teljes projekt befejezésének késését okozza.

Def: A G = (V, E) graf Fuler-sétdja (Euler-kérsétaja) a G graf egy olyan (kor)sétéja,
mely F minden élét pontosan egyszer tartalmazza.

Megfigyelés: Ha a véges G grafnak létezik Fuler-korsétaja, akkor G minden cstcsanak
fokszama paros. Ha G-ben létezik Euler-séta, akkor G-nek 0 vagy 2 paratlan foku csiicsa van.

Tétel: Haa G = (V, E) graf véges és 6f, akkor G-nek pontosan akkor van Euler-korsétaja,
ha G minden csiicsa ps foku, ill. G-nek pontosan akkor van Euler-sétaja, ha G-nek 0 vagy 2
ptn foku csiicsa van.

Def: A G graf Hamilton-kére (Hamilton-itja) a G olyan kore (ttja), mely G minden
csucsat tartalmazza.

Allitas: Ha a véges G grafban létezik Hamilton-kér (ill. Hamilton-ut), akkor G-nek k
tetszdleges pontjat tordlve, a keletkezé grafnak legfeljebb k (ill. k£ 4+ 1) komponense van.

Dirac tétele: Ha az n-pontu (n > 3), egyszert G graf minden pontjanak foka legalabb
5, akkor G-nek van Hamilton-kore.

Ore tétele: Ha az n-pontu (n > 3), egyszerd G graf olyan, hogy wv € E(G) esetén
d(u) + d(v) > n, akkor G-nek létezik Hamilton-kore.

Gyakorlatok

......

kritikus tevékenységeket. Mik az egyes tevékenységekre a legutolsé idépontok, amikor
azokat elkezdve a projekt még épp id6ben végrehajthato?

2. Adjunk példat olyan PERT feladatra, ahol minden tevékenység kritikus, mégsincs min-
den tevékenység egy kritikus tuton.
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. Adjunk olyan eljarast, amely tetszoleges PERT probléma esetén minden tevékenységhez

meghatarozza azt a legkés6bbi id6pontot, amikor az adott tevékenységet elkezdve a teljes
PERT feladat legrévidebb id6 alatti végrehajtasa még éppen nem keriil veszélybe.
Legyen G a {p1, 2, - . ., paoo1 } ponthalmazon az az egyszertd graf, amire (p;p; € E(G)) <=
i — j| < 2. Van-e G-ben Euler-korséta, Euler-séta, Hamilton-kor ill. Hamilton-at? (V
'01)

Bizonyitsuk be, hogy ha egy G = (V| E) véges grafban minden pont fokszama paros,
akkor az E élhalmaz felbonthato diszjunkt kérck unidjara.

Bejarhato-e a 4 x 4-es sakktabla egy huszarral ugy, hogy minden mez&t pontosan egyszer
érintiink? (A huszar mindig egy 3 x 2-es téglalap egyik csticsabdl az atellenes csucsaba
lép.) Mi a valasz valodi sakktabla esetén? (A valodi sakktabla 8 x 8-as.)

. Van-e olyan egyszerd graf, melynek van Euler-korsétaja, tovabba paros szamu pontja és

péaratlan szamu éle van?

Mutassuk meg, hogy egy Osszefiiggd graf élei bejarhatok tgy, hogy mindegyiken kétszer
megylink végig, éspedig mindkét iranyban egyszer-egyszer.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy osszefiiged G = (V, E') grafban minden fokszam paros és
X CV,akkor X és V' \ X kozott paros szamu él fut.

[gazoljuk, hogy minden 8-regularis grafnak van 4-regularis és 2-regularis olyan részgrafja
is, ami élek torlésével keletkezik.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2n-pontt G gratban van Hamilton-kor, akkor kivalaszthato
G-nek néhany diszjunkt éle ugy, hogy G minden pontja végpontja valamelyik kivalasz-
tott élnek.

Mutassuk meg, hogy ha egy G grafban van Hamilton-kor, akkor a G —v ill. a G — e graf
G barmely v csiicséra és barmely e élére is Osszefiiggds.

Tegyiik fel, hogy G 6f graf és K egy olyan kore G-nek, aminek tetszéleges élét tordlve,
a kapott it G egy leghosszabb tutja. Bizonyitsuk be, hogy K a G Hamilton-kore.
Legaldbb hany éle van egy olyan hat pontu grafnak, melynek van Hamilton-kore?

Ha egy 3-reguléris G gratban van Hamilton-kor, akkor GG élei harom szinnel szinezheték
gy, hogy azonos szint éleknek ne legyen k6zos végpontjuk.

Legyen G egy 2n csticst egyszeri graf és tegytiik fel, hogy G minden csiicsanak legalabb
n szomszédja van. Bizonyitsuk be, hogy ha G minden élének ki szeretnénk valasztani
legalabb egy végpontjat, akkor G-nek legalabb n csicsat kell kivalasztanunk. (ZH ’99)
Egy tarsasagban barmely két embernek legalabb két kozos ismerdse van. Igaz tovabba,
hogy barmely két ember vagy ismeri egymast, vagy a tarsasag barmely harmadik tagjat
legaldbb az egyikiik ismeri. Bizonyitsuk be, hogy a tarsasag tagjai leiiltethetSk egy
(megfelels méretti) kerek asztal koré tigy, hogy mindenki két ismerdse kozott iiljon.
(ZH °00)

A G egyszert grafnak 2n 4+ 1 csticsa van és minden cstucsénak legalabb n a foka. Bizo-
nyitsuk be, hogy G-ben van Hamilton-ut! (ZH °01)
Legyenek a G, graf pontjai az n hossza (0, 1) sorozatok. Két pont akkor legyen szom-
szédos, ha pontosan egy helyen térnek el egyméstol (pl. az n = 4 esetben (0,0,0,1)

és (0,1,0,1) szomszédosak). Van-e a G, grafnak Euler-korsétaja ill. Hamilton-kore?
(ZH ’01)



