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Tudnivalok

Def: A G = (V, E) (iranyitott vagy iranyitatlan) graf egy bejdrdsdn a V-beli csucsok vé-
giglatogatasat értjiik, ahol a alabbiak szerint. Az Gjonnan elért csticsot (ha lehetséges) mindig
maéar kordbban elért csticsbol kell egy oda vezets él mentén elérni. Ha ez nem lehetséges, és még
van eléretlen cstucs, akkor tetszéleges csuccsal lehet a kovetkezdnek elért csucs. (Iranyitatlan
graf esetén minden élt oda-vissza irdnyitott élnek tekintiink.) A bejaras soran minden csicsot
elériink egyszer (ez adja az elérési sorrendet), és minden cstcs bejarasat befejezziik egyszer,
mégpedig akkor, amikor észrevessziik, hogy nem érhets el bel6le Gjabb eléretlen cstics. Min-
den cstucshoz megjegyezziik azt is, hogy melyik élen értiik el. Ez utobbi élek alkotjak a bejarés
fajdt, élei a bejarashoz tartozo faélek. A faban 6sbdl leszarmazottba vezets él az eldreél, a
leszarmazottbol Gsbe vezets a visszaél, a tobbi pedig a keresztél.

Mélységi bejaras: Input: G = (V, E) (ir) graf és v € V Output: a G egy bejarasa, azaz
(1) egy mélységi fa (a bejaras faja),

(2) minden u cstcshoz egy, az elérési sorrendjéhez tartozo m(u) mélységi szam, valamint u # v
esetén egy u-hoz tartoz6 mutatd u fabeli dsére, ahonnan u-t elértiik,

(3) minden u cstuicshoz egy, a befejezési sorrendjéhez tartozo b(u) befejezési szam,

(4) G éleinek osztélyozasa. Az xy él faél, ha y-hoz z-et jegyeztiik fel. Az xy él eléreél, ha
m(z) < m(y), és visszaél, ha m(z) > m(y).

Mikodés: Ures veremmel inditunk. Ha iires a verem és G-nek van eléretlen v cstcsa, akkor
v-t elértnek nyilvanitjuk, betessziik a verembe, és v megkapja a soron kovetkezd mélységi
szamot. Ha a verem nemiires és a verem tetején levé x cstucsnak van eléretlen szomszédja
(mondjuk y), akkor y-t a verem tetejére tessziik és elértnek nyilvanitjuk. Az y csics megkapja
a soron kovetkezd mélységi szamot és feljegyezziik hozza az elérését biztositéo xy élt. Ha a
verem tetején levé x-nek nincs eléretlen szomszédja, akkor akkor az x csiicsot befejezziik,
x megkapja a soron kovetkezd§ befejezési szamot és x-et kidobjuk a verembdl. Ha a verem
kitiriilt és minden csicsot elértiink, akkor végiil osztalyozzuk G éleit.

Megjegyzés: (1) Verem helyett FIFO sorral dolgozva a szélességi bejarast végeznénk el.
(2) A mélységi bejaras 6nmagat meghivo rekurziv algoritmusként is felfoghat6. A v-bél indi-
tott Mb(v) bejaras abbol all, hogy mindaddig, amig van v-nek eléretlen u szomszédja Mb(v)
meghivja az Mb(u) eljarast. Ha nincs ilyen szomszéd, akkor Mb(v) azzal ér véget, hogy ha
van még eléretlen w cstcs, akkor meghivja az Mb(w) eljarast.

Allitas: A mélységi bejaras 1épésszama linearis, azaz van olyan ¢ konstans, hogy tetsz6-
leges n cstics, e éli graf mélységi bejarasahoz legfeljebb c(n + e) 1épés sziikséges.

Megfigyelés: Ha uv eléreél, akkor u elérésekor v még nem lett elérve, de (mivel u befeje-
zésekor mar minden u-bol elérhetd cstcsot elértiink) u-bol vezet v-be iranyitott ut a mélységi
faban. Ha wwv visszaél, akkor van a mélységi faban vu at, ami az uv éllel egyiitt kort alkot.
Ha uv keresztél, akkor v nem leszarmazottja u-nak, ezért u-t be kellett fejezni v elérése el6tt.

Kov.: Iranyitatlan graf mélységi bejarasakor nem lesz keresztél.

Def: A G = (V, E) iranyitott graf aciklikus (DAG), ha nincs benne iranyitott kor. A
G csucsainak vy, v, ..., v, sorrendje topologikus sorrend, ha ¢él csak kisebb indext cstcsbol
futhat nagyobb indextibe.

Megfigyelés: Ha G DAG, akkor tetszdleges mélységi bejarasaban a cstcsok befejezési
sorrendjének megforditasa topologikus sorrend.

Kov.: Tetszbleges G iranyitott grafra ekvivalensek az alabbiak: (1) G DAG, (2) G mélységi
bejarasakor sem keletkezik visszaél (3) G cstucsainak van topologikus sorrendje.




Gyakorlatok

1.

Rajzoljunk iranyitott grafot, adjunk az éleknek hosszokat és szélességeket. Keressiink
legszélesebb legrévidebb utat a Dijkstra algoritmus célszertien modositott valtozataval.
Mutassunk példat olyan G grafra és annak e élére, hogy e keresztél G alkalmas mélységi
bejarasanal.

Az abran lathato a G graf egy mélységi faja. Honnan indulhatott a bejaras, ha tudjuk,

hogy b és cill. a és e szomszédosak G-ben? (ZH ’14)
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Legyenek a 7 cstucsu G graf pontjai vy, vs, v3, v4, Vg, Ug €S Vg, valamint akkor legyen v; és
v; szomszédos, ha i és j relativ primek. Ekkor a v;v; él szélessége |i — j|. Hatarozzunk
meg a v; cstcsbol minden mas csticsba egy-egy legszélesebb utat. (ZH '14)
Rajzoljunk egy iranyitott grafot, végezziik el a mélységi bejarasat. Ha a mélységi fa
minden élét meg kell hagyni, akkor legalabb hany élét kell torolni G-nek, hogy DAG-ot
kapjunk? Mik a torlendé élek? Hatarozzuk meg a csticsok befejezési szdmozasat is. Mi
a valasz akkor, ha nem a mélységi fabol indulunk ki?

. Igaz-e, hogy minden aciklikus, irdanyitott G graf cstucsainak pontosan egy topologikus

sorrendje van? (ppZH ’14)

. Igaz-e, hogy ha egy n csucst, aciklikus, irdnyitott G' grafban van egy n —1 éld irdnyitott

ut, akkor G cstcsainak pontosan egy topologikus sorrendje van? (ppZH ’14)

. Legyen G DAG, és tegyiik fel, hogy az u és v csticsok kozott egyik iranyban sincs iranyi-

tott it G-ben. Mutassuk meg, hogy G-nek van olyat topologikus sorrendje, amelyben
u megeldzi v-t, és olyan is, amelyben v el6zi meg u-t.



